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Samenvatting

Dit artikel bevat een beschouwing van de achtergrond van het cor-
relatiebegrip, zoals dat de laatste jaren zo'n belangrijke rol is gaan spelen
in de communicatietheorie. Tevens wordt een beschrijving gegeven van een
eenvoudige electronische analoge apparatuur, die in staat is correlatie-
functies te bcpa]cn. De resultaten van enkele experimenten metf deze

C(Jl"I'ClEltDl" worden besprcken.

1. Correlatie

1.0. /nleiding.

Tussen de twee grootheden » en 7 bestaat correlatie als
deze grootheden een zekere samenhang vertonen; als zij op een
of andere manier van elkaar afhankeljk zijn. Het is duidelijk
dat x en » volledig gecorreleerd zijn als er tussen x en ¥ een
functioneel verband bestaat: y = f(x).

Het is echter ook mogelijk dat tussen » en y slechts een
statistisch verband aanwezig is. Hiervan zijn vele voorbeelden
te geven, men denke bijv. aan de overeenkomst in de regenval
van dag tot dag op twee plaatsen die niet te ver van elkaar
verwijderd zijn. In deze gevallen wordt de waarde van x en
van y door een kansverdeling bepaald en is dus tamelijk on-
zeker. Is echter van een van beide grootheden de waarde
bekend, dan kan met veel grotere zekerheid iets omtrent de
andere worden gezegd.

Een dergeljk statistisch verband kan in sterke of in zwakke
mate aanwezig zijn. Het doel van deze paragraaf is aan te
geven hoe m.b.v. de waarschijnlijkheidsrekening voor deze z.g.
correlatie een kwantitatieve maat wordt afgeleid.

*) Physi_; Laboratorium RVO-TNO.
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1.1. Continue waarschijnlyhheidsdichtieidsverdelingen.

Gegeven zijn twee stochastische variabelen x en 7, die steeds
gecombineerd uitkomen. Voor elke combinatie (x,7) is een kans
gegeven:

(111 2(=9).

2 (x,7) is een zg. continue waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling.
Dat betekent dat de kans op het optreden van een waarde
van x tussen z, en ¥, +dr en van een waarde van ¥ tussen
7. en ¥, + dy gegeven wordt door p (v, 7,) dx dy. Alle verdelin-
gen die in het verloop van dit artikel ter sprake komen, zowel
die voor één als voor meerdere variabelen, zijn van ditzelfde
type: continue waarschijnlijkheidsdichtheidsverdeling. Daarom
wordt voortaan gesproken van waarschijnlijkheids- of kansver-
deling (w.h.verd.) of kortweg van verdeling.

Uit (1.11) kunnen door integratie de verdelingen worden ge-
vonden voor x en » afzonderlijk:

112) s @) =[p@xNdy
(113) 2, =[P (x.3)dx

7. (x) geeft de kans op 1, ongeacht de bijbehorende waarde
van . lets overeenkomstigs geldt voor 2, (7).

1.2. Geniiddelde waarde.

Als f(x,7) een functie is van x en y, is de gemiddelde waarde
/(x, ) (gewogen gemiddelde, mathematische verwachting) gelijk
aan:

(121)  fEn=[[f@E@rr@r)dedy

Zo is:

(122)  z=[[zpxr)dxdy =[xp, (v)dx
(1.23) 22 =[[2 p(x,p)drdy =[x p, (x) dx

Op overeenkomstige wijze worden v en j* gevonden. Zonder
schade toe te brengen aan de algemeenheid van de navolgende
beschouwingen kan worden gesteld:

(1.24) ¥=y=0 en 2 =3"=¢°
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Van groot belang is verder de gemiddelde waarde van het
product xy:

(1.25)  zy=[[xyp(x,y)dxdy

Voor xy kan op eenvoudige wijze worden bewezen:

(126 —-o<y<o

(Hierbij wordt uitgegaan van het feit dat (xx — v3)* =0 voor
elke % en v. Substitutie van # =1y en v =¢* levert dan:
(0) < o).

Indien gesteld wordt

(1.27) Ty =00 geldt dus

(1.28) — IS p=+1

1.3. Het algemene begrip correlatie.
Voor p(#,7) kan worden geschreven:
(1.31)  2(x2) =5 (2). 2:() =2.3)- 25 (%)

Hiermee zijn twee nieuwe verdelingen 2. (7) en 2, () inge-
voerd, die goed moeten worden onderscheiden van de verdelin-
gen 2,(7) en 2, (x).
7+ (7) = de conditionele w.h.verd. voor 3 = de kans op een

zekere waarde van y als gegeven is dat x een bepaalde
waarde bezit (1.32)
2y (¥)  heeft een analoge betekenis voor x (1.33)

Met deze conditionele verdelingen kan tot uitdrukking worden
gebracht hoe bij een zekere waarde van x een voorkeur be-
staat voor een aantal waarden van y, en omgekeerd.

Als illustratie is in fig. 1.31 het xy-vlak en de verdeling p (z. )
getekend. De waarde van p(r,7) is recht evenredig met de
zwarting van de figuur. Voorts zijn aangegeven de verdelingen
2. (2) en p,(¥), terwijl de verdeling p. (1) getekend is voor twee
waarden van r, nl. x, en z,.

Het is duideljk dat in het geval van fig. 1.31 de verdeling
2« (7) sterk afhankelijk is van r. Omgekeerd is op dezelfde
wijze p, (x) afhankeljk van 7.

Een dergelijke onderlinge afhankelijkheid tussen r en y is
nu het typische kenmerk van correlatie. Er bestaat tussen x
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Plxr,y)

Px, (%)= 7z,

(%) Ix,

Z I, o

Pza(y' L—ZJ' =

prxg) " Al
Al5) L)

Fig. 1.31.

en 7 een statistisch verband. In het algemeen kan dan ook
worden gesteld:

a. Er is correlatie tussen z en 7 als

(1.34) 2+ () # 2. () voor enige waarde van x
P)’ (I) #ﬁ: ('r) i »” " 93 Ve

b. Er is geen correlatie tussen x en y als

(1.35) 2= () = . () voor alle waarden van x
Py (’1') =P1 (.1-’) 1 »” »” T

In geval b. zijn dus de cond. w.h.verd. voor x en y gelik
aan de niet-cond. verdelingen en kan voor (1.31) worden ge-
schreven:

1.36)  2@xp)=2x).2()

1.4. Lineaire correlatie.

Thans wordt nagegaan in hoeverre het statistisch verband
tussen r en y lineair is. In par. 1.3 is aangegeven hoe, af-
hankelijk van de verdeling 2. (»), er bij een bepaalde waarde
van x# een aantal waarden van y kan optreden. Het gemiddelde
van deze waarden wordt 7. genoemd (zie fig. 1.31). Evenzo be-
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staat er een gemiddelde waarde z,, behorende bij een zekere
7. Indien in grote trekken het verband tussen 7. en de bijbe-
horende # en tussen .1._'_,. en de bijbehorende y, lineair is, wordt
er gesproken van een lineair statistisch verband tussen x en 7.
In het geval van fig. 1.31 treedt zo'n lineair verband duideljk
op de voorgrond.

Afhankelijk van het karakter van de verdeling p (x,y) zal
een dergelijk verband in grote of in geringe mate aanwezig
zijn. Er dient dus voor deze lineaire correlatie een kwantita-
tieve maat te worden gevonden, Dit geschiedt als volgt:

Stel dat het gezochte lineaire verband tusssen y en x wordt
gegeven door de rechte y = a x. Welke waarde van a voldoet
dan het beste? Het antwoord op deze vraag wordt gegeven
met het principe van de kleinste kwadratische som:

De afstand 4 van een willekeurig punt (r,7) tot de rechte
¥y =ax is gelyjk aan

y — X
a4y =122
J1+a*

De gemiddelde waarde 4” is dus geljlk aan:

142 =[O =9) s ) dray
1+ a”

De optimale waarde van a is die waarde, waarvoor & mini-
maal is. Deze waarde wordt gevonden uit

d — d " (¥ —ax)
148 —— = / ~= ——~!_p(x.y)dxdy=0
( ) da (d) (5a~_‘/ 1 &+ o* 2 (%) 7
Deze vergelijking heeft als oplossing:
QA4 a=x1

De extrema van &  worden gevonden door substitutie van

(1.44) in (1.42). Dit levert op:
(145) & =0"(1 F o)

Hierin is ¢ = ﬂ (zie par.1.2)
s

Indien p >0 geeft a = + 1 het minimum van " en a = — I
het maximum. Het gezochte statistische verband tussen x en y
wordt dan bepaald door de lijn ¥ = x. De waarde van 4" geeft
de spreiding van de verdeling 2 (r,7) om deze lijn en is dus
bepalend voor wat men de slankheid van de verdeling zou
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kunnen noemen. Het ligt nu voor de hand om deze spreiding
als maatgevend te beschouwen voor de lineaire correlatie. Im-

mers, is de spreiding 4 groot, dan bestaat er bij een gegeven
+ nog grote onzekerheid omtrent de bijbehorende waarde van

7. Deze onzekerheid neemt af met @°. Aangezien ¢ een con-

stante is, wordt @ uitsluitend bepaald door p.

Voor @” = 0 heeft de gehele verdeling zich samengetrokken
boven de lijn 7 = x; er bestaat dan een eenduidig lineair ver-
band tussen 7 en r en de lineaire correlatie is maximaal. Dit
geval treedt op als p =1 (zie form. 1.45). Precies dezelfde be-
schouwingen gelden indien ¢ <0, met dien verstande dat nu de
minimale waarde van 4" wordt gegeven door de lijn y = — x
en de maximale waarde door y = 2. Voor p= —1 is de cor-

relatie weer maximaal. Voor p =0 is 4% = ¢". De spreiding om
de lijn y = x is nu precies even groot als die om de lijn y = — x.
De correlatie is nu minimaal; er bestaat tussen x en jy niet
het geringste lineaire verband.

Het gedrag van g (x.7) voor verschillende waarden van p is
aangegeven in fig. 1.42.

x

ZON

gsp<r I/J-a T 'f"’
¥ @ fov yan oedtcd®tar pun 2o 8% ocalcdicor max Tieo Covie-x
volledege correlatie | gedeallelviée geen corredalie gedeeiielvie rodledege corredadie
corrsiadce Carreialee
Fig. 1.42,
De verdeling 2 v ) bij verschillende waarden van o.

Op grond van bovenstaande beschouwingen wordt o aange-
nomen als maat voor de lineaire correlatie. Deze zg. coéfficiént
van correlatie wordt volgens (1.27) gevonden uit

46 =2

0'3

zodat, aangezien o® constant is, het gemiddelde product 1y de
bepalende factor is voor de lineaire correlatie tussen x en j.
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In het vervolg zal zonder meer worden gesproken van cor-
relatie. Hiermede wordt dan altijd de in deze paragraaf be-
schouwde lineaire correlatie bedoeld.

2. Toepassing op signalen
2.1. Inleiding.

De in par.1.4 gevonden formule (1.46) voor de correlatie
tussen twee variabelen ¥ en y wordt nu toegepast op groot-
heden x (¢) en y (), die fluctueren als functie van de tijd. Deze
grootheden, in het vervolg aangeduid met de term ,signalen”,
zijn in het algemeen van het informatie-dragende type. In de
Engelse en Amerikaanse literatuur worden deze signalen dik-
wijls ,,random’’ signalen genoemd. Hun gedrag als functie van
de tijd wordt slechts bepaald door een aantal w.h.verdelingen.
Het kan niet, zoals bij periodieke of aperiodieke signalen, vol-
ledig worden vastgelegd met een wiskundige formule.

Om op dergelijke signalen de correlatiemethode te kunnen
toepassen is het nodig dat zij voldoen aan een tweetal voor-
waarden, die in de paragrafen 2.2 en 2.8 worden gesteld.

2.2. Veorwaarde 1.

De signalen x (#) en y () moeten stationaire signalen zijn. Een
signaal is stationair wanneer de w.h.verdelingen, waardoor dat
signaal bestuurd wordt, onafhankelijk zijn van de tijd.

De absolute waarde van de tijd is dus niet van belang.
Daarentegen speelt het begrip tijdsduur wel een grote rol. De
belangrijkste verdelingen, die met x(?) en 7 (/) samenhangen,
worden in de paragrafen 2.3 t/m 2.7 gegeven.

2.3.  Gecombineerde verdelingen.

2. (x,, ¥, 7) = de kans dat 2 (?) op een willekeurig ogenblik de
waarde #, aannecemt en 7 sec later de waarde

x, = de kans op de combinatie (x,, x,, 1) (2.31)

2. (v, 7., 1) = de kans op de combinatie (¥, 7., 1) (2.32)
2, (x,77) =de kans op het aantreffen van een waarde x van
x(¢) en t sec later een waarde y van y(¢) = de
kans op de combinatie (z, 7, 7) (2.33)

24. Enkelvondige verdelingen.
Door integratie volgen uit (2.31). (2.32) en (2.33) de twee

verdelingen voor x en y:
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2:(®) = [0 201 dxy = [ 2, (%, 5, 7) dy (2.41)

pz()’) = fpz (J”x,yw I) d)'z - ff’j (x’y! ?.') dx (242)

Hierin is p,(¥) = de kans dat op een willekeurig tijdstip x (7)
de waarde r aanneemt.

2.(7) heeft weer een overeenkomstige betekenis
voor ¥ (7).

2.5. Uit (2.31) en (2.32) volgt direct dat, voor 7 = 0:

2. (%, x,,0) =0 indien x, # z,

= 2. (#,) indien z, = z, (2.51)
2:(71, 7., 0) =0 indien 5, # 5,
= #.(7,) indien y, =y, (2.52)

2.6. Conditionele verdelingen.

Evenals in par. 1.3 worden thans enige conditionele verde-
lingen ingevoerd. Zo geldt voor p, (x,, 1, 7):

ﬁl (I" x,, T) == Pl (‘rl) -f)x( (Iz’ I) (2.61)

2w (¥, 7) = conditionele w.h.verd. voor x () = de kans dat, als
gegeven is dat op een willekeurig ogenblik » (#) de
waarde v, bezat, datzelfde signaal v sec later de
waarde x, aanneemt. (2.62)

Als p. (v, 1) afhankeljk is van z,, dus verschillend van
2. (x), wordt de kans op een bepaalde signaalwaarde bernvloed
door de waarde, die dat signaal 7 sec tevoren heeft gehad. Er
bestaat dan correlatie tussen de waarden, die x (#) met onderlinge
afstand 7 aanneemt. Is er om een of andere reden geen cor-
relatie (bijv. bij zeer grote ), dan geldt:

D1 (Fy 2, 7) = 2, (1)) . P (1) (2.63)

De conditionele w.h.verd. p..(r, 1) is dan overgegaan in de
verdeling 2, (x).
Op dezelfde wijze worden 2, (7., 1) en 2, (7, 1) gevonden.

2« (7, 7) = conditionele verdeling voor 1 (?) = de kans dat, als
gegeven is dat v (/) op een willekeurig tijdstip de
waarde x bezat, het signaal 7 (f) 7 sec. later de
waarde y aanneemt. (2.69)
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De verdeling (2.62) is bepalend voor de onderlinge af hanke-
lijkheid van de waarden van één signaal, nl. x (?). De verdeling
(2.64) geeft de afhankelijkheid van de waarden van y(¢) van
die van z () en bepaalt zo de correlatie tussen de twee signa-
len x (#) en 1 (¥).

2.7. In overeenstemming met par.2.5 geldt bj 7 = o:

P 0) = O vbor a,  E,
=1 4 FH=2 (271)

O voory, # I,
=1 rr J’x = ,I"n (272)

f)_v b4 (_i'lz! O)

2.8. Voeorwaarde 2.

De kans op het optreden van een bepaalde signaalwaarde
mag niet afhankelijk zijn van de waarden, die de signalen
lange tijd tevoren hebben bezeten.

Voor z(¢) betekent dit dus:

i P& 0) =0 @) (%) (2.81)
o0
m.a.w., voor toenemende t moet de cond. w.h.verd. 2. (7, 7)
overgaan in de niet-cond. w.h.verd. 2, (x).

Overeenkomstige betrekkingen gelden voor het signaal y (7)
en voor het verband tussen x (¢) en y (?).

Als aan deze voorwaarden voldaan is bezitten de signalen
de eigenschap dat zij op den duur alle waarden doorlopen pre-
cies in overeenstemming met hun w.h.verdelingen. De frequen-
ties waarmede in de loop van de tijd de combinaties (1, ., 7),
(74 V2 7) en (2, 7,7) worden aangetroffen, zijn precies gelijk aan

de kansen op deze combinaties, dus aan resp. 2, (x,, 1, 1),
L2 (Y 2.1) en p,(x,3,7). Ook de frequenties van voorkomen
van de waarden r en y komen overeen met 2, (¥) en 2, (7).

Deze eigenschap heet de ,.ergodische eigenschap”.

29. De gemiddelde waarde van f(x,y).

Volgens (1.20) geldt voor de gemiddelde waarde van een
functie f (x, y):

f@n =[x np(xr)dedy (2.91)
Omdat echter a2 (¢) en y(?) als functie van de tijd zich pre-
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cies volgens hun w.h.verdelingen gedragen, kan f(x, 7) ook als
een tijdgemiddelde worden berekend:

7

,,I T [f [« (2), ¥ (1)) dt (2.92)

f (=, y) = lim
500

ot 3

De functie f(x,7) wordt hier dus gemiddeld over een inter-
val van lengte 2 7. Door dit interval onbegrensd te laten toe-
nemen wordt een middeling over de gehele tijdas verkregen.
De formules (2.91) en (2.92) geven samen de belangrijke eigen-
schap:

F, ) =[[ f(x.9)p(x,p)dx dy = ;T , flx @), (@) dt

(2.93)

2.10. Gemiddelde waarden.
Als toepassing van (2.93) kunnen nu enkele gemiddelde waar-
den worden berekend.
T‘I
a. r=[zp (x)dx = lim ;, x () dt (2.101)
: oo 2 1
et
Op overeenkomstige wijze wordt ¥ gevonden.

z en y stellen voor de gelijkspanningscomponenten van de
signalen x (#) en y(¢). Evenals in par.1 wordt gesteld v =y =o.

I:/“ / 2 (8) dt (2.103)

=7

b. 2* =[22p, (x)dx = lim
T=roc 2

Op analoge wijze wordt weer »* bepaald.

Als x(t) en 7 (#) een stroom of spanning voorstellen, geven
#* en y* het gemiddelde vermogen, dat door de signalen wordt
afgegeven aan een weerstand van I 2. Daarom heten x* en y’
kortweg ,het vermogen” van de signalen 2 (?) en y(#). Voor
% en 7* geldt weer 27 = 3 = o*

¢ @ur () = 7,7, = [[ 22,0, (20, %,y 1) dr,d,

>

= lim /x(t).x(t + 1) dt (2.104)
T 2 T | -
=T
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Py () = 2102 = [[ 32020 0o y07) dy iy,
+?“
. ¥
= lim —I 7 (@) y (¢ +7)dt (2.105)
T 2 7 |
=
Volgens par. 1.4 geeft ¢..(z) de correlatie tussen de waarden,
die het signaal x (¢) aanneemt op twee tijdstippen, die 7 sec
uiteen liggen. Deze correlatie is natuurlijh afhankelijk van 7.
De functie ¢..(r) heeft slechts betrekking op één signaal, nl.
x(?) en heet daarom de awfocorrelatiefunctie van x (¢).
Evenzo is ¢,y (r) de autocorrelatiefunctie van y (7).

T
@y (1) = 27 = ([ xy p, (x, 3, 1) dx = lim : l 2y (¢ +1)dt
i S 70 27
Zr

(2.106)

De waarde van q., (r) stelt voor de correlatie tussen de
signalen x (¢) en 7 (¢) op twee tijdstippen, die 7 sec uiteen lig-
gen. Omdat hier een verband gelegd wordt tussen twee ver-

schillende signalen heet ¢., (r) de Aruiscorrelatiefunctic van x (Z)
en (7).

3. De autocorrelatiefunctie.

3.1. De autocorrelatiefunctie van het signaal x (?) is gelijk aan:

7
@z () = [[ 2,20, 0 (24, 7,y 7) A idx, = lim - /_1' (B x(t+1)dt
o T 27T
27

Deze functie bezit een aantal belangrijke eigenschappen, die
in de volgende paragrafen worden opgesomd.

3.2. ¢.. (1) is bepalend voor de onderlinge lineaire afhanlke-
lijkheid van de signaalwaarden van a(¢).

@2« (r) wordt uitsluitend bepaald door de w.h.verdeling
2. (x,, ¥,,7) en is dus invariant voor de gehele groep van signa-
len, die door deze zelfde verdeling bestuurd worden.

Er kunnen echter nog andere groepen van signalen bestaan,
bestuurd door andere w.h.verdelingen, die dezelfde ¢.. (r) bezitten.
Het is dan ook onmogelijk om uit ¢.. (r) de verdeling 2, (v, ¥.,7)
terug te vinden. Deze verdeling bevat meer gegevens omtrent
het signaal dan de autocorrelatiefunctie. Een gedeelte hiervan
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gaat verloren bij de overgang van p, (z,, x,,7) naar ¢.. (7). De
oorzaak hiervan is dat ¢.. (1) slechts een gemiddelde waarde is.

3.3. Qrx (1) = @ax (—7) (3.31)

@ (1) is een even functie van 7. Dit volgt direct uit de voor-
waarde dat x (f) een stationair signaal is.

3.4. Met formule (2.51) bljkt dat voor r = o:
@z (0) = f [x,x, 2y (2 2, 0y drdx, = 'J" 2°p, (x) dx

i
= lim l @) dt = = ¢ (3.41)
T¥roo 2 /
o
Voor ¢..(0) geldt: @..(0) =] ¢.. (¥)| (3.42)

Deze eigenschap, die dezelfde is als in form. (1.26), is ook
fysisch direct in te zien. Immers, ¢.. (r) stelt voor de correlatie
tussen de signaalwaarden bij een onderlinge afstand 7. Indien
t =0 zijn deze signaalwaarden steeds aan elkaar gelijk en moet
de correlatie dus wel maximaal zijn.

3.5. @ (1) >0 voor 7+ o0 (3.51)

Dat bij toenemende z de autocorrelatie moet afnemen volgt
uit de voorwaarde 2, die zegt dat de w.h.verd. voor r, niet
meer afhankelijk mag zijn van de waarde =z, die lange tijd
tevoren is opgetreden (2.81).

Paer (T) = ff B D Xy A 1) dx dE, -—--)-f g (z)dx, .

-

[x.0.(x,)dx, =0.0=0

3.6. De autocorrelatiefunctie en het vermogensdichtheids-
spectrum van x (¢) vormen samen een Fourier-transformatiepaar.

Het vermogensdichtheidsspectrum van x(#) zj @..(f). Dit
betekent dat hel gemiddelde vermogen, dat vervat is in een
bandje ter breedte van &f Hertz geljk is aan @..(f)df.
D..(f) is een even, reéle, niet-negatieve functie van 7. Nu
geldt dus:

X

N 3.61)

-0
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pus (1) = [ Dur () df (3.61)

-0

Dat er een verband moet bestaan tussen de autocorrelatie-
functie en de frequentie-inhoud van een signaal is reeds te be-
grijpen uit een eenvoudige beschouwing:

Bij grote bandbreedte bezit het signaal de mogelijkheid om in
korte tijd een geheel nieuwe waarde aan te nemen. De snel-
heid waarmee in (2.81) de verdeling 2, (#,, #,,7) overgaat in
2. (1)) . 2. (x,) is groot. De tijdsduur waarover zich de onder-
linge beinvloeding van de signaalwaarden uitstrekt is kort en
de correlatie zal als functie van 7z snel tot nul naderen. Om-
gekeerd zal bij geringe bandbreedte de correlatiefunctie slechts
langzaam afnemen met 7.

Formule (3.61) zegt dat kennis van de autocorrelatiefunctie
en van het vermogensdichtheidsspectrum van een signaal vol-
komen equivalent zijn. Als een van de twee bekend is kan de
andere daaruit altijd worden gevonden. De gehele groep van
signalen, die alle door dezelfde verdeling p, (v, ¥,,7) worden
bestuurd heeft dus niet alleen dezelfde autocorrelatiefunctie,
maar bezit ook hetzelfde spectrum.

3.7. Samenvattend geldt dus:

Pux (0) = [[ 2020 20 (2, 74, 7) dyd, (3.71)
4,
= lim / 2 (8) x (£ + 1) dt (3.72)
90 21 )
=7
- [ Dz (f) e9df (3.73)

Als de w.h.verd. voor x (¢) bekend is wordt @..(r) berekend
m.b.v. (3.71). Is het spectrum gegeven, dan kan (3.73) worden
toegepast. Deze beide methoden lenen zich vooral voor bereke-
ningen. Indien het signaal x (#) zelve bekend is, kan g.. (v) met
(3.72) gevonden worden. Deze methode is zeer geschikt voor
experimentele bepaling van ¢..(r). Het signaal kan dan bijv.
door een automatisch rekenapparaat waargenomen en daarna
verwerkt worden.
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4. Voorbeelden van autocorrelatie.

4.1. In de paragrafen 4.2 t/m 4.4 worden enkele veel voor-
komende autocorrelatiefuncties besproken, terwijl in par. 4.5 een

belangrijke toepassing wordt aangegeven van de correlatie-
methode.

4.2, Autocorrelatie van een sinusvormig signaal.
Gegeven 1s het signaal r (%) = a, cos (nwt + @, ). Dan is de
autocorrelatiefunctie gelijk aan:

+T

Qux (T) = lim ; / r(Bx(t+)dt =
Treo 2 1 =
i

+T
= lim [af, cos [not + qn | cos [nw (¢ + 1) + @, | dt =

4w 27 |
o

@, €os nwt (4.21)

W | =

Het bljkt dus dat de autocorrelatie van een sinusvormig
signaal een cosinus-functie oplevert, waarin de oorspronkelijke
amplitude en frequentie bewaard blijjven, doch waaruit de fase
verdwenen is.

4.3.  Autocorrelatic van een periodick signaal.

oo

Gegeven is het periodieke signaal x(?) = Z ay cos (Rwt + ).

Dan is, zoals op eenvoudige wijze bljkt,
z -
i ( I &
Qrr (T) = lim ! ’ rOxr@E+r)dt = Z — @y COS NOT (4.31)
T 27 2
- n=1

Ook hier worden de frequenties en amplituden van de oor-
spronkelijke harmonischen bewaard, terwjl de fasen verwaar-
loosd worden.

Het is van belang op te merken dat bij periodieke signalen
de autocorrelatie zelf ook periodiek is en dus nooit uitsterft.
De oorzaak hiervan is dat deze signalen door een eindig aan-
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tal gegevens (zoals amplitude en frequentie) volkomen bepaald
zijn en niet behoren tot de klasse van ,,random” signalen,
waarvan in par. 2.1 is uitgegaan.

Formule (4.31) geeft de mogelijkheid om van een gegeven (of
experimenteel bepaalde) periodieke autocorrelatiefunctie een
reeksontwikkeling te maken en daaruit de amplituden en fre-
quenties van de Fourier-componenten van het bijbehorende
signaal te vinden.

44. Autocorrelatie van in bandbreedte beperkte ruis,

Gegeven is een ruissignaal 7z (¢), waarvan het vermogensdicht-
heidsspectrum @,, (/) geljk is aan #* binnen een band ter
breedte van 2 fz en geljk is aan nul buiten die band (zie fig. 4.41).

o/ .

Dan geldt volgens (3.73):

-F
s U+f.3

Prn (T) = / D, () etvYST g = / az eIt df

o fuf
z e B

St/

. / @ UITGF — g sin zn_v_}_rg T

2nfptT

cos 2 for (4.41)
.J’D"_ 9"

Yow (T

P U A
U"ﬂi’:‘m\.l_--"“’i e Tis s

£ = dooe H=
fy = fove He

Fig. 4.42.
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Hierin is o¢* = 4 fpa® = het totale vermogen van het signaal.
@nn (r) bestaat ah.w. uit een draaggolf met frequentie 7, en
stn 2m [t

—=— (zie fig. 4.42). Omdat
ZRfET

@ (t) een even functie is van 7 kan het gedeelte van de figuur

met als omhullende de term

voor negatieve 7 door spiegeling worden gevonden.

Voor 7 =0 is de autocorrelatie maximaal (@, (0) = ¢*). Ver-
der blijkt hoe voor toenemende 7 de autocorrelatie afneemt.
sin 2afpt

Bjj grote bandbreedte zal de factor

- sneller afnemen
2n /s 1

met 7 dan bi kleine bandbreedte en zal ¢, (r) dus ook sneller
uitsterven. Dit is in overeenstemming met par. 3.6.

4.5. Opsporing vau periodicke signalen in ruts.

Een van de belangrijkste toepassingen van autocorrelatie be-
rust op de mogelijkheid om de aanwezigheid aan te tonen wvan
een periodiek signaal, dat ,,verdronken’ is in ruis van wveel
groter vermogen. Zelfs is het mogelik om de frequentie en
amplitude te bepalen van de Fourier-componenten van dat
signaal. Deze mogelijkheid wordt gegeven door de ecigenschap
dat by langdurige integratie de bijdragen van de ruis tegen
elkaar wegvallen, terwijl die van het periodieke signaal elkaar
versterken. In het volgend voorbeeld is als periodiek signaal
een sinus gekozen.

Gegeven is als periodiek signaal x (?) = a cos wf. Hiervoor is

e (7) = L coson (zie 4.21) en het vermogen van x (¢) is gelijk aan
2

1 5 i i
@.x(0) = ;a“. Het ruissignaal zij »(#) met als autocorrelatie

@un (T) en als vermogen ¢, (0) = 0®.
In het additieve mengsel y (£) = 2(¢) + 2 () dient nu x (?) te
worden opgespoord. Daartoe wordt de autocorrelatiefunctie

@,y (r) bepaald:

T 7
@, (1) = lim I I @Byt +1)dt = lim — ’ [ () + n(8)].
& Ty 271 2l
B i
[ +1)+n(t+1)]dt =
T 7
1 " I
= x () 2 (¢ + 1) dt + lim —— t).n(t+1)dt
77 T./l()T.( 7) ¢ zszIu()H( 7) 4

Yo o
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i
: ' i i

+ lem () n(t+7)dt + lim —— / u(f) .

27 / ( ) 27

T -7
x{t+ ) dt =

Pax (T) + Qun (7) + Pan (T) + @ (I) =

Il

= Qax (1) + @un (7) (4.51)

@ (1) en @, (1) stellen voor de twee kruiscorrelatiefuncties
van ruis en sinus (zie 2,107), d.w.z. zij geven de mate van line-
aire correlatie tussen de ruis en het signaal. Aangezien hier
geen correlatie bestaat zijn beide termen gelijk aan nul.

De autocorrelatie van de som van twee ongecorreleerde signa-
len is dus gelijk aan de som van de afzonderlijke autocorrela-
ties.

By kleine signaal/ruisverhoudingen is ¢, (z) voor kleine waar-
den van 7 veel groter dan @..(r), maar bij toenemende 7 zal
@an () altijd tot nul naderen, terwijl ¢..(r) blijft bestaan. In-
dien dus bij grote v de functie ¢, (r) een cosinusvormig ver-
loop aanneemt, moet er in het mengsel y (/) een sinusvormig
signaal x (/) aanwezig zijn geweest. Frequentic en amplitude
van x(£) kunnen dan direct worden bepaald (par. 4.2). Zie fig. 4.51.

Op deze wijze kunnen voor periodicke signalen aanzienlijke
verbeteringen van de signaal/ruis-verhouding worden verkregen.
Het is niet noodzakelijk dat daartoe, zoals in form. (4.51), over
een oneindig lang tijdsinterval wordt geintegreerd, Het is mo-
gelijk dit interval te beperken. Wel neemt in dat geval de ver-
betering, diz bereikt wordt, af met afnemende lengte van het
integratie-interval.

ft‘)T
B b 'fn"

2 y35(TFnn(Tt 7ax (U

a
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5. De kruiscorrelatiefunctie.

5.1. De kruiscorrelatiefunctie van de signalen x(?) en y(¢) is

gelijk aan:
2
Gy (@) = [[ 29 2 (3, 7) dx dy = lim - IT / &)y (t+1)dt (5.11)
T 2
=5

De waarde van deze functie bij een bepaalde 7 geeft de mate
van lineaire afhankelijkheid tussen de twee signalen bij een
tijdsverschil .

In tegenstelling tot de autocorrelatiefunctie is de kruiscor-
relatiefunctie in het algemeen geen even functie van 7.

Evenmin is het noodzakelijk dat het maximum van ¢., () bj
v =0 ligt. Wel geldt weer, als consequentie van par.2.8, dat
de correlatie tot nul nadert als r onbegrensd toeneemt.

De Fourier-transformatie van ¢., (r) wordt @., (/) genoemd.

oo

Boy ()= [ 9os ()7
e (5.12)

oo
»

Pry (T) = , Doy (f) ™7 df

]

Omdat ¢., () geen even functie is van 7 zal @, (f) geen
reéle functie van / zijn. Ten gevolge hiervan is echter @., (f),
en dus ook ¢., (1), in staat om gegevens te bewaren betreffende
faseverschillen van beide signalen. Dit in tegenstelling tot de
autocorrelatiefunctie. Naar analogie van het autocorrelatiegeval
wordt @., (/) het kruisvermogensdichtheidsspectrum genoemd.
Aan @, (f) kan zonder meer niet direct een fysische betekenis
worden toegekend. Deze wordt eerst duidelijk als het speciale
geval bekend is waarop 1 (?) en y () betrekking hebben.

5.2. De kruiscorrelatiefunctie vindt in het algemeen toepassing
waar vermoed wordt of bekend is dat twee signalen een onder-
linge afhankelijkheid bezitten. Een voorbeeld is het volgende:

Gegeven is een lineair netwerk met een impulsresponsie /% (#)
en een overdrachtsfunctie /7 (f). Zoals bekend zijn A (f) en

% (¢) elkaars Fourier-transformaties.
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Als inputsignaal v (?) van dit netwerk wordt genomen een
denkbeeldig ruissignaal, dat een recht en onbegrensd vermogens-
dichtheidsspectrum bezit.

Dus: @..(f)=a*.

Afgezien van een constante geldt dan voor de autocorrelatie-
functie van x (7):

Pax (r) = 8 (1) (5.22)

Hierin is 4 (r) de impulsfunctie van Dirac. Formule (5.22)
volgt direct uit een Fourier-transformatie van @.. (/).

Het outputsignaal van het netwerk zij y (£). Het spectrum
Dy, (f) van y (f) is dan geljk aan:

Dy, (f) = | H(f)]* (5.23)

Met behulp van een Fourier-transformatie wordt hieruit de
autocorrelatiefunctie ., () bepaald.

D, (f) en ¢, (1) geven uitsluitend inlichtingen omtrent de
vermogensoverdracht van het netwerk, en zeggen niets over
de fasekarakteristiek. Zij zijn dus slechts gedeeltelijk bepalend
voor /7 (f) en 4 (Z).

Van groot belang is nu] de kruiscorrelatie tussen ingangs-
signaal en uitgangssignaal. Hiervoor kan worden aangetoond
dat

Pay (v) = 4 () (5.29)
Voor het kruisvermogensspectrum geldt dus:
Doy (f) = H(f) (5.25)

D, (f) en ¢, (7) blijken dus wel volkomen bepalend te zin
voor het netwerk. Door middel van meting van de kruiscor-
relatiefunctie kan dus de impulsresponsie c.q. overdrachtsfunctie,
en daarmee alle eigenschappen van het netwerk, worden be-
paald.

Ook wanneer de ,,random mput”’ van het systeem geen ruis
is met een onbeperkt recht spectrum, kan de overdrachtsfunctie,
zij het met iets ingewikkelder formules, op deze wijze worden
gevonden.

Deze methode is vooral van belang voor het onderzoek van
die systemen, waar men het ingangssignaal niet in de hand
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heeft en dus niet op de normale wijze dempings- en fasemetin-
gen kan verrichten. Dikwils is op dergeljke systemen als input
reeks een ,random” signaal aanwezig, bijv. atmosferische sto-
ringen, Brown'se beweging, schommelingen van de omgevings-
temperatuur, enz. Van deze signalen kan dan gebruik worden
gemaakt om m.b.v. kruiscorrelatie de overdracht van het sys-
teem te bepalen.

6. De electronische analoge correlator.

6.1. De par. 6 en 7 bevatten de beschrijving van een analoge
electronische rekenmachine, die in staat is zowel autocorrelatie-
als kruiscorrelatiefuncties te berekenen. De te correleren signa-
len #(¢#) en y(¢) worden aan het apparaat toegevoerd in de
vorm van electrische spanningsvariaties. De correlatiefuncties
worden berekend als tijdgemiddelde, dus volgens de formule:
r

, Oy (E+dt  (6.11)

T

@uy (D) =2 () .3 (t +7) = lim !
0 27T

Indien een autocorrelatiefunctie wordt berekend is in (6.11)

y () =x(2)

6.2. De drie bewerkingen, nodig voor het berekenen van ¢., (1)
bij één bepaalde waarde van t zijn:

1. Vertragen van x(#+ 1) t.o.v. y(£+ 1), zodat het signaal
x (f) ontstaat.

2. Vermenigvuldigen van x(¢) en y (¢ + 1), zodat het signaal
x(f) .y (¢ + 7) ontstaat.

3. Integratie van het signaal x (¢).y (¢ + 7).

Vooral de bewerkingen 1 en 2 leveren bij brede frequentie-
banden grote moeilijkheden op.

6.3. In de te beschrijven correlator zijn deze moeilijkheden op
de volgende wijze vermeden (zie fig. 6.31).

Op regelmatige tijdstippen #,, ¢, ... t/m ¢y worden' amplitude-
bemonsteringen «,, @,.... t/m ay gemaakt van het signaal x ().
Van het signaal y () worden eveneens amplitudebemonsteringen
gemaakt: 4,, 6,.... t/m &y, doch nu op de tijdstippen (¢, + 1),
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— (Z+7)....t/m, (¢x+ 7).
ar\ Vervolgens worden de

=) —L i W bij elkaar behorende
f
\ 4 bemonsteringen @, en
—
ro7s A see b,a,end,....t/mayen

by met elkaar verme-
nigvuldigd, zodat de
9 s m T reeks van producten
4, K 2 by, ab,....tlmayby

ontstaat. Deze produc-

Fig. 6.31. ten worden gesom-
meerd en de som dient

N
- 1
nog door IV te worden gedeeld. Zo ontstaat de vorm W Z by, .

Voor alle gevallen dat met de correlator een correlatiefunctie
wordt berekend is /V even groot, nl. 10.000. De deling door V kan
dus achterwege blijven, temeer daar ons niet de absolute waarde
van ¢., (r) interesseert, doch slechts het verloop als functie van
7. Er wordt dus volstaan met een berekening van de vorm

10

LR P
£

1

De middeling wordt hier verkregen door sommatie van een
eindig aantal discrete producten en niet door continue integratie.
Teneinde de hieruit voortvloeiende fout gering te houden dient
dit aantal producten groot (i.c. 10.000) te zijn, en zich over een
redelijlkk lang tijdsinterval uit te strekken.

De vertragingstijd 7 is niet continu instelbaar, doch in stap-
pen. Dit heeft als voordeel dat de waarde van v zeer goed
constant kan worden gehouden. Het gevolg is echter tevens
dat de waarde van @., (7) slechts op een beperkt aantal pun-
ten van de r-as kan worden bepaald. Voor tussenliggende
waarden van v moet @., (r) door interpolatie worden gevonden.
Ter beschikking staan 39 stappen van 21,5 usec, te beginnen
bij 7 = 0. De maximale vertragingstijd bedraagt dus 39X21,5 =
= 840 u sec.

De onderlinge afstand tussen twee bemonsteringen van het
signaal .+ (#) of y(f) bedraagt 1075 psec. De berekening van
één punt van de correlatiecurve, die de sommering van 10.000
producten omvat, neemt dus 10.000 X 1075 u sec = I sec in be-
slag.
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6.4. Ten opzichte van par.6.2 biedt de in par. 6.3 aangegeven

werkwijze diverse voordelen:

1. Het vertragen van het signaal x(t+7) is vervallen. In
plaats hiervan is het bemonsteren van het signaal y (2) ge-
treden, op een tijdstip, dat 7 sec later valt dan het tijdstip,
waarop r () wordt bemonsterd.

2. Het vermenigvuldigen van twee continue signalen is even-
eens vervallen en is vervangen door het telkens vermenig-
vuldigen van twee bij elkaar behorende bemonsteringen.

3. Bovendien is nu de mogelijkheid ontstaan om bij het meren-
deel van de bewerkingen gebruik te maken van bestaande
principes uit de impulstechniek.

7. De verschillende onderdelen.

71. In de figuren 7.11 en 7.12 zijn het blokschema en het
pulsschema van de correlator afgebeeld.

e

avlom. tnsteliing

) (]

[l—,defm- @ i stap- puds- e - énbe-
L P e rater () - schryrer
e e :
® “*f

/) — | ® \_ﬁiﬂ

Fig. 7.11.

S
¥ .
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7.2. De pulsgenerator,

De pulsgenerator geeft elke 1075 usec op punt 3 een A-puls
af, die na r sec wordt gevolgd door een A-puls op punt 4.

Gedurende de berekening van één punt van de correlatiecurve
is 7 constant. Teneinde ¢.,(r) te kunnen vinden voor meer
waarden van 7 is de afstand tussen A- en B-puls, dus 7, regel-
baar in 39 stappen van 21,5 usec. De waarde van r wordt be-
paald door een stuurspanning, die wordt ingesteld m.b.v. de
stapschakelaar.

Teneinde 7 over het genoemde gebied met grote precisie re-
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Fig.7.12.

gelbaar te maken, is gebruik gemaakt van een tamelijk gecom-
pliceerde schakeling, die bestaat uit enkele multivibrators, deel-
trappen, poortschakelingen en een fantastronvertragingscircuit.
In principe worden de A- en Z-puls door poorten geselecteerd
uit een serie van pulsen met onderlinge afstand van 21,5 usec.
(zie fig.7.21).

De plaats van de B-poort is

e e t.o.v. die van de A-poort ver-

'_[I ] L BVELT 1 schuifbaar. Zodoende is de af-

oputs e~ Na ok stand tussen A4- en AB-puls in
Fig. 7.21. stappen regelbaar.

7.3. De bemonsteringsapparaten A en B.

De bemonsteringsapparaten verenigen in zich twee belangrijke
functies:
1. Op het moment dat een triggerpuls wordt toegevoerd ma-
ken zi) een bemonstering van de signaalamplitude.
2. Gedurende 1000 u sec fungeren zijj als geheugenorgaan voor
de aldus verkregen informatie.
De A- en B-pulsen worden als triggerpulsen toegevoerd aan
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resp. de bemonsteringsapparaten 4 en B, die, wat betreft hun
constructie, identiek zijn. Zij bevatten in principe een conden-
sator C,, de z.g. geheugencondensator, die aan één zijde aan
aarde ligt en aan de andere zijde via een gesloten schake-
laar S is doorverbonden met de signaalspanning (zie fig. 7.31).

¢ Bij het verschijnen van een
o T Lo . iyeins triggerpuls wordt S voor een

#
tijdsduur van 1000 usec geopend.

i

Fig. 7.31. Gedurende dit interval blijft dan

de waarde, die de signaalspan-

ning op het moment van openen had, als gelijkspanning op C,
bewaard.

Op de punten 5 en 6 verschijnen dus stukken gelijkspanning
met een duur van 1000 u sec, afgewisseld door stukken signaal
met een duur van 75 usec. (Immers, elke 1075 usec verschijnt
er een A- en een B-puls). Van de stukken gelijkspanning is de
hoogte gemoduleerd met het ingangssignaal x (7) resp.y (#). De be-
monsteringsapparaten zijn bruikbaar voor signaalfrequenties
tussen 100 Hz en 200 kHz.

De schakelaar S is uitgevoerd in de vorm van een electro-
nische schakeling (zie fig.7.32).

Fig. 7.32.

Het signaal (x(¢) of »(#)) op punt 1 wordt via een kathode-
volger en twee weerstanden toegevoerd aan de punten 3 en 4.
De dioden 63 en 54 zijn ongeleidend. Op de punten 7 en 8
wordt dus het signaal teruggevonden. De geheugencondensa-
tor C, volgt de signaalvariaties, die via een kathodevolger naar
punt 10, de uitgang, worden gebracht. Op het moment dat er
nu een A- of B-puls verschint worden op de punten 5 en 6
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snelle positieve, resp. negatieve, spanningssprongen teweeg ge-
bracht. De dioden 79 en 89 gaan nu over in de ongeleidende
toestand en C, kan noch opladen, noch ontladen. Na 1000 usec
worden de spanningssprongen op de punten 5 en 6 weer te-
niet gedaan en herstelt zich de oude toestand.

7.4. De pulsbreedtemodulator.

Het signaal uit het bemonsteringsapparaat B wordt gebruikt
als stuurspanning voor een pulsbreedtemodulator, die gestart
wordt door de B-puls.

5 1 + Deze modulator geeft

dan één positieve im-

puls af, waarvan de

ST breedte lineairafthangt

breeds .
wﬁm’«/«m van de stuurspanning
¢l

LT (zie punt 7 van fig.7.11

en 7.12). Als modula-

ﬁ tor is gekozen een

monostabiele multivi-

= brator, die gestuurd

il - wordt op het rooster
Fig.7.41. (fg. 7.41).

7.5. De vermeniyvuldiger.

In de vermenigvuldiger bevindt zich een poortschakeling, die
geopend wordt door de breedte-gemoduleerde pulsen van punt 7,
zodat dan de hoogte-gemoduleerde gelijkspanningsstukken van
punt 5 worden doorgelaten. Zo ontstaan op punt 8 (negatieve)
pulsen, die zowel in hoogte als in breedte gemoduleerd zijn.
Deze pulsen worden productpulsen genoemd. Het oppervlak 0,
van de productpulsen is een lineaire maat voor het product van

de ingangssignalen.
Het essentiéle ge-
neg. brecite deelte van de verme-
femea ovlsen . .
5 nigvuldiger, fle Poort—
schakeling, is in fig.
7.51 weergegeven. Het
productpuiser hestaat slechts uit
twee kathodevolgers
= met gemeenschappe-
Fig. 7.51. ljke kathodeweer-
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stand R;. De kathodespanning is altijd gelijk aan de hoogste
van de beide roosterspanningen. Normaliter is dat de spanning
op punt 2. Op dit punt verschijnt echter elke 1075 usec een
negatieve versie van de breedte-gemoduleerde impuls. Gedurende
deze puls zakt de spanning op punt 2 zo ver dat de kathode
de spanning van puat 1 aanneemt. De spanningsval op punt 3,
de kathode, wordt dan dus bepaald door de spanning op punt1.
Zo ontstaan op punt 3 de productpulsen.

7.6. De aftrekpulsen.

In de loop van de verschillende bewerkingen wordt de aard
van de informatie meermalen veranderd (hoogtemodulatie, breedte-
modulatie, oppervlakmodulatie). Omdat het onmogelijk is om
met bijv. een negatieve pulsbreedte te werken, worden reeds
direct na de ingangen van de bemonsteringsapparaten twee
gelijkspanningen ¢, en ¢, aan de signalen toegevoegd, zodanig
groot dat de informatiedragende grootheden altijd positief blij-
ven. Het gevolg hiervan is echter dat het oppervlak O, van
de productpulsen een constante bijdrage bevat, die overeenkomt
met het product c.¢,. Ten gevolge hiervan zou het integratie-
resultaat van 10.000 productpulsen (zie par.7.7) uit twee ge-
deelten bestaan, nl. een modulatieterm, die de gezochte waarde
van @., (r) voorstelt, en een constante term, afkomstig van de
toegevoegde gelijkspanningen ¢. en ¢,. Teneinde deze onge-
wenste constante term te verwijderen wordt, behalve de pro-
ductpulsen, aan de integrator nog een tweede signaal toege-
voerd, dat bestaat uit een serie constante impulsen van zo-
danige groofte en polariteit dat zij de bijdrage van c.¢, op-
heffen. Deze pulsen zijn de zg. aftrekpulsen. Zij worden opge-
wekt door de hulpmultivibrator (zie punt9 van het blokschema),
die getriggerd wordt door de A-pulsen.

7.7. De integrator.

De productpulsen worden tezamen met de aftrekpulsen toe-
gevoerd aan een Miller-integrator met een tijdconstante van
160 sec. Deze waarde wordt bepaald door de tijdsduur gedu-
rende welke de integrator lineair moet werken. Zoals in par.6.3
is aangegeven duurt de berekening van één punt van de cor-
relatiecurve 11 sec. Deze tijd is t.o.v. 160 sec voldoende kort.
Teneinde voor signalen van groot zowel als van gering ver-
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mogen een spanningsexcursie aan de uitgang van de integrator
te kunnen verkrijgen, waarmee de registrerende meter (par.7.8)
volledig kan worden uitgestuurd, is de gelijkspanningsverster-
king in de integrator instelbaar op de waarden 250, 500 en
700.

Het circuit van de integrator is in principe in fig, 7.71 weer-
gegeven,

¥

%
5

=

proaweioeden

e B

!

| =y

De gelijkspanningsversterker bestaat uit twee differentiaal-
versterkertrappen, afgesloten door een kathodevolger. De ver-
sterking is regelbaar gemaakt door de anodeweerstanden X, van
de eerste trap te variéren. Teneinde de tijdconstante van de
integrator bij iedere waarde van de versterking gelijk aan
160 sec te houden, moet tevens de tegenkoppelcapaciteit C
worden gevarieerd.

7.8. Het afleesinstrument.

De uitgangsspanning van de integrator, die op punt 10 ver-
schijnt, wordt geregistreerd met een schrijvende milliampere-
meter. Concrete voorbeelden van deze registratiemethode wor-
den in par.8 gevonden.

7.9. De automatische instelling.

Als voor bijv. 7 =0 de waarde is bepaald van ., (zr), dient
de integrator te worden ontladen en moet de pulsgenerator
worden ingesteld op de volgende waarde van 7, dus op 7= 21,5
i sec. Deze handelingen worden automatisch verricht:
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Nadat 10.000 pulsen zijn gepasseerd op punt 3 geeft de deler
1:10% een puls af op punt 11. Deze impuls start een schake-
ling, die:
le. de integrator gelegenheid geeft tot ontladen door een re-

laiscontact 7, te sluiten;
2e. de stapschakelaar, die v bepaalt, één stap laat doordraai-
en.

Als er op punt 3 weer 10.000 pulsen zijn gepasseerd geeft
de deler nogmaals een puls af op punt 11. Hierdoor wordt
P, weer geopend en de berekening van het volgende punt van
de correlatiecurve neemt een aanvang. (De stapschakelaar blift
bij deze tweede puls onbekrachtigd).

Er worden dus gedurende 11 sec 10.000 productpulsen geinte-
greerd. Dan volgt 11 sec rust, benut voor ontlading van de in-
tegrator en instelling op de volgende waarde van 7. Daarna
wordt weer gedurende 11 sec geintegreerd, enz. Voor het op-
nemen van een gehele correlatiecurve, die uit 39 punten be-
staat, is dus een tijdsduur vereist van 39 X 23X 11 = 800 sec =
= I§ minuten.

8. Experimentele resultaten.

8.0. In deze para-
graaf wordt een aan-
tal voorbeelden gege-
venvan correlatiefunc-
ties, zoals die met de
electr. anal.correlator
worden bepaald.

1 Juuugu 8.1.  Periodicke signa-
-‘ r‘ len.

Fig. 8.11 geeft de
autocorrelatie van een
sinusvormig signaal.
Zoals in par. 4.2 reeds

is aangegeven is de

autocorrelatiefunctie
Fig. 8.11. een cosinus. Fig. 8.12
Autocorrelatie van een sinusvormige spanning stelt de autocorrela-

van 1550 Hez. tiefunctie voor van



Een electronische analoge correlator

Fig. 8.12.
Autocorrelatie van een symmetrische

blokspanning van 1000 Hz.

233

een blokspanning. Zo-
als op eenvoudige
wijze is in te zien is
dit een driehoeks-
kromme.

8.2, 3. ,,Random”

signalen.

De figuren8.21, 8.22
en 8,23 geven de auto-
correlatiefuncties van
een ruissignaal waar-
van het spectrum be-
paald wordt door een
filter, dat bestaat uit
een parallelschakeling
van L, R en C. Het

kan worden aange-

toond dat de autocorrelatie dan een cosinus is, die overeen-

komt met de middenfrequentie van het filter en met als om-

hullende een negatieve e-macht waarvan de tijdconstante door
de bandbreedte wordt bepaald. Uit de figuren bljkt duidelijk
hoe bij toenemende bandbreedte de correlatie sneller tot nul na-

dert. Dit is in overeenstemming met par. 3.6, terwijl in par. 4.4

bij een rechthoekig spectrum ook iets dergelijks werd gevonden.

Fig. 8.21.

Autocorrelatiefunctie van ruis,

middenfrequentie 4000 Hz, bandbreedte 150 Hz.
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Fig. 8.22.
Autocorrelatiefunctie van ruis,

middenfrequentie 4000 Hz, bandbreedte 750 Hz.

Fig. 8.23.
Autocorrelatiefunctie van ruis,

middenfrequentie 4000 Hz, bandbreedte 1200 Hz.

In de fig. 8.31 en 8.32 is de autocorrelatiefunctie van ,,clipped”
ruis afgebeeld, resp. voor kleine en grote bandbreedte. Ook
hier is de invloed van de bandbreedte op de snelheid van uit-
sterven van de correlatie duidelijk. Als ¢ (v) de correlatiefunctie
is van een onvervormd, Gaussisch ruissignaal, dan is de auto-
correlatie van diezelfde ,,clipped” ruis gelijk aan:
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-

¢ (1) =

arcsin @ (t
= ¢ ()

Deze formule verklaart waarom, afgezien van de omgeving
van 7 = 0, de autocorrelatie van een ,,clipped” ruissignaal slechts
zo weinig verschilt van die van een onvervormd signaal.

Fig. 8.31.
Autocorrelatie van ,,clipped” ruis.
middenfrequentie 8000 Hz
bandbreedte 250 Hz.

Fig. 8.32.
Autocorrelatie van ..clipped” ruis.
middcnfrequcntie 8000 Hz,
bandbreedte 1200 Hz.
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8.4. Opsporing van periodieke signalen.
De fig. 8.41, 8.42 en 8.43 hebben betrekking op verbetering

van de signaal-ruisverhouding voor periodicke signalen, zoals
besproken in par.4.5. Als periodiek signaal is een sinusvormige
spanning van 3000 Hz gekozen, terwijl de storende ruis een
zeer breed, constant spectrum heeft. De bijdrage van de ruis
tot de figuur is dus tamelijk snel uitgestorven en komt alleen
tot uiting in de hoge piek bij r =0. Daarna neemt de fig. al
spoedig een cosinusvormig verloop aan.

De signaal-ruisverhoudingen —f?— van het mengsel op de in-
gang van de correlator bedragen resp. -3, —6 en —8,5dB.
Ten gevolge van de niet-ideale integratie (sommatie van slechts
10.000 producten) en van instabiliteit in de correlator bljft er
nog een zekere rest-ruis over in het correlogram, die de oor-
zaak is van het niet zuiver cosinusvormige verloop bij grote 7.

Niettemin is het duideljk dat een aanzienlijke verbetering
van de signaal-ruisverhouding is bereikt.

Fig. 8.41.

Correlogram van een mengsel van sinus en ruis.

5

EZ-—SdB
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Fig. 8.42.
Correlogram van een mengsel van sinus en ruis.
&
v —6dB
Fig. 8.43.

Correlugram van een mcngse] van sinus en ruis.

R
- =~—85dB
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Strategische spelen
door J. J. Meinardi *)

Voordracht gehouden voor het Nederlands Radiogenootschap en de
Sectie Telecommunicatietechniek van het K.Lv.I. op 16 oktober 1956.

Samenvatting

In dit artikel wordt een schets gegeven van de theorie van de strate-
gische spelen.

Verschillende klassen van spelen worden achtereenvolgens aan de hand
van voorbeelden toegelicht; mathematische afleidingen zijn hierbij vermeden.
Verder wordt ruimschoots aandacht gewijd aan het mini-max principe,
waarop de oplossing van de twee-personen spelen berust, en aan de vor-
ming van coalities,

Tot besluit worden de toepassingsmoge]ijkheden van de theorie aange-

duid.

Summary

This paper gives a short introduction to the theory of games, with
examples tﬂl.(t‘ﬂ from Severﬂl CIﬂ.SEeS Uf games.

Much attention is paid (avoiding abstract mathematics however) to
the mini-max princip]e which is basic to the solution of 2 person-zero sum
games. The formﬂtion UE Coa]il;ons El'] n-perscm games iS alSO diSCUSSCd.

Finally, it is pointed out to which fields game theory may be applied
or has been applied already, while references are added.

1. Inleiding.

Het begrip strategie heeft een uitgesproken militaire klank.
In die zin wordt strategie gedefinieerd als ,de methode om de
vijand tot strijd te dwingen onder zo gunstig mogelijke omstan-
digheden voor de eigen legers”. Een moderne definitie van stra-
tegie dient zich echter niet te beperken tot de krijgskundige
zijde, maar moet ook de politieke, industriéle en economische
betekenis van een land of bondgenootschap omvatten. Hoe dan
ook de definitie moge luiden, het is de verdienste van J.v. Neu-
mann’s speltheorie dat ons inzicht in dit begrip ,strategie”
verhelderd is en dat wij door strenge mathematische analyse
in vele gevallen uit verschillende mogelijke strategieén de juiste
weten te kiezen,

*) Physisch Laboratorium R.V.0.-T.N.O.
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John v. Neumann heeft zijn theorie ontwikkeld met de be-
doeling een mathematische basis te leggen voor de economie.
Daartoe heeft hij als model het strategisch spel ingevoerd. Dit
vertoont in de acties van de tegenstanders een opvallende ana-
logie met allerlei dagelijkse economische problemen. Door de
bestudering van het experimenteel model enerzijds en het mathe-
matisch model anderzijds bestond al sedert lang een vruchtbare
wisselwerking tussen b.v. de natuurkunde en de wiskunde. Aan
een experimenteel model kunnen fysische grootheden gemeten
worden, het mathematisch model bevat een aantal stellingen of
postulaten, die door mathematische afleiding tot een conclusie
voeren, die weer in de werkelijkheid geinterpreteerd dient te
worden.

De economie had zich, behoudens enige toepassing van de
mechanica, nog niet eerder van de exacte wetenschap bediend.
Tevergeefs zocht men naar empirische wetten; fevergeefs, om-
dat het aantal parameters zo enorm groot is.

Von Neumann betoogde dat hier het verkeerde gereed-
schap gebruikt werd en baseerde zijn werk onder meer op de
verzamelingenleer, de topologie en de lineaire algebra.

De ,Theory of Games and Economic Behavior” van
v. Neumann en Morgenstern heeft de stoot gegeven tot
een belangrijke mathematische ontwikkeling, niet alleen op
economisch gebied, maar ook op het terrein van de sociologie,
de informatie- en communicatietheorie en vooral in de ,,opera-
tions research”. De toepassing op de mathematische statistiek
leidde tot de geboorte van de statistische beslissingsfuncties.

Overzicht

Convexe verzamelingen
Theoretische rekenkunde ‘Tt)pologie
-Lineaire algebra
Speltheorie — Theoretische economie

< *

T
Mathem. statistiek  Inf. theorie =~ Comm. theorie ~Operations research

4

Beslissingsproc. Organisatie Codering Lineair programmeren
theorie

Leerprocessen 4

A+«
Psychologie Sociologie

2. Strategische spelen

Een gezelschapsspel noemen wij ,,strategisch” als de spelers
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al hun vernuft en inzicht moeten inzetten om een partij van hun
tegenstanders te kunnen winnen.

Poker, bridge, schaak, trik-trak, soeten of morra zijn voor-
beelden van strategische spelen. Patience en roulette daaren-
tegen zijn geen strategische spelen, al worden zij wel eens ma-
thematische spelen genoemd, omdat wij daar geen andere tegen-
speler hebben dan de ,natuur” (in dit geval de kanswetten)
en ons doel uitsluitend gericht is op het verkrijgen van een
zo groot mogelijke winst aan punten of guldens. Als economisch
analogon is een dergelijk spel alleen geschikt voor een mono-
polistische (bijv. een communistische of dictatoriale) maatschappj.

Bij een spel behoren spelregels, die omschrijven wat het doel
van het spel is, hoe het gespeeld dient te worden en wat elk
van de spelers toekomt na afloop van een parti.

Wij gaan ervan uit dat een speler graag wil winnen, d.w.z.
dat het verkrijgen van winstpunten waarde voor hem heeft.
Zijn acties zijn gericht op het verkrijgen van een zo groot moge-
lijke winst, deze worden echter doorkruist door de acties van
zijn tegenspelers en hij zal dus met een optimale winst genoegen
moeten nemen.

De theorie van de strategische spelen wil een antwoord geven
op de vraag op welke wijze de speler van de spelregels ge-
bruik dient te maken om tenminste een optimale winst te ver-
krijgen en hoe groot die winst dan wel is. Dat antwoord
moet in mathematisch volledige vorm opgeschreven kunnen wor-
den, wij zullen dit de ,,oplossing’” van het spel noemen.

In het volgende zullen wij de oplossingen zoeken van ver-
schillende klassen van strategische spelen. Deze worden onder-
scheiden naar het aantal deelnemende spelers en naar de om-
standigheid of de som der winsten en verliezen al dan niet gelijk
aan nul is.

Hoewel in wezen de definitie van een ,,oplossing” voor alle
spelen gelijk is, zal het blijken dat wij een onderscheid moeten
maken tussen de oplossing van een spel voor twee personen
of een voor meer dan twee personen.

3. Twee spelers, de som van hun winst is nul.

Dit is de eenvoudigste klasse: al wat de ene speler (/) wint
of verliest (#(#)) gaat ten koste van of komt ten goede aan

de andere speler (Q) : #(Q).
7 (P) + v(Q) =0, of algemeen Zv (7)) =0
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Wi beginnen met spelen, die uit slechts twee zetten bestaan;
elk van beide spelers mag één zet doen.

De keuze, die door een speler gedaan wordt uit de verza-
meling van zetten, die voor hem mogeljk zijn, noemen wij
voortaan de keuze van een ,.strategie”. Wij gaan nu de ,,oplos-
sing” van een demonstratiespel zoeken. Dit spel kunnen wij
,;hé-hou-vast” noemen, de spelregels schrijven voor dat de zetten-
verzamelingen van 7 en (Q bestaan uit het uitroepen van hé,
hou, of vast.

Als P roept: hé en Q roept: hé, dan verliest 7 3 cent aan
Q; als P roept: hou en Q roept: hé, dan krijgt 7 4 cent van
Q, enz. voor alle negen combinaties.

We schrijven de ,.spelregels” in matrixvorm op:

Voor P Voor Q:
QO roept: Q roept:
I hé I hou | vast I hé l hou | vast
hé —3] -2 3 hé 3| 2 -3
P roept: hou 4] o 1 £ roeptipoy |- 4| o — 1
vast 2 —1]| — 4 vast |—2| 1 4

De linkertabel geeft de winst van 2, #(#), voor de negen
combinaties, de rechtertabel geeft z(Q).

Omdat #(£) = — v (() is het in het vervolg niet nodig voor
Q een aparte tabel op te schrijven. Zodra wij echter met spe-
len te maken krijgen, waar o(P) + ©(0) # o, waarbij dus waar-
demiddelen verbruikt (2 < 0) of voortgebracht (X' > 0) worden,
moeten wij wel de beide tabellen opschrijven.

P begint het spel. Hij beziet de tabel en het valt hem op dat hijj
de grootste winst (4) kan maken als hij ,,hou” roept. Voor Q blijft
nu nog een keuze over uit 4, 0 of 1. Hij kiest dus ,hou”. De
door 7 begeerde winst van 4 wordt hierdoor tot 0 gereduceerd.

Nu begint Q. Ook hij zou graag 4 winnen en kiest ,,vast”.
Voor 7 blift de keuze over uit 3, 1 en — 4. Hij kiest dus ,,hé"
en brengt daarmee aan O een verlies van 3 cent toe (in plaats
van 4 cent winst). Hieruit leren wij dat het voordeel biedt om
als laatste aan slag te zijn; dat voordeel bestaat uit de infor-
matie omtrent de strategie van de tegenstander.

Wi beweren dat 7 en Q niet rationeel/ hebben gespeeld. Een
rationeel speler kiest zijn strategie zodanig dat het voor de te-
genstander geen voordeel meer biedt die strategie te kennen.
P moet er bij voorbaat al rekening mee houden dat Q hem kan
verhinderen meer dan de minimale winst te verkrijgen, die bij
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