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EENIGE TRILLINGSVERSCHIJNSELEN IN EEN
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door
G.]J. ELIAS en H. MIEDEMA

Eenige trillingsverschinoselen in een circuil, bestaande uil een serie-
schakeling van C, R en (niel-lineaire) zelfinductie.

Samenvalling.

In dit artikel wordt getracht het gedrag van bovengenoemd
circuit onder invloed van een sinusvormige stoorspanning, e
berekenen.

In het bijzonder worden beschouwd het kipverschijnsel en de
trillingstoestand, waarbij onder harmonischen van de frequentie
der aangelegde wisselspanning optreden.

Inleiding.

Werkt op een circuit, gevormd door de serieschakeling van
weerstand, capaciteit en (niet-lineaire) zelfinductie een sinus-
vormige stoorspanning, dan blijkt het gedrag van dit circuit
onder omstandigheden sterk af te wijken van dat van het-
zelfde circuit met (lineaire) zelfinductie.

Deze afwijking van gedrag uit zich voornameljk in het op-
treden van het kipverschijnsel en van onderharmonischen der
wisselspanningsfrequentie in de periodiek veranderljken (flux,
stroomsterkte en de afgeleiden).

Laat men de amplitude van de wisselspanning geleidelijk
veranderen, dan zal, bij gunstige dimensioneering van het cir-
cuit, bij het bereiken van een zekere spanning een plotselinge
verandering in de trillingstoestand optreden, die op een oscillo-
graal is waar te nemen als een verspringen van vorm en fase
der periodiek veranderlijken.
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Aan het typische verspringen van de eene trillingstoestand
in de andere ontleent dit verschijnsel zijn naam ,Kipverschin-
sel”.

Verder is in het circuit een trillingstoestand mogelijk, waarbi
de periodiek veranderlijjken een derde onderharmonische van de
frequentie der aangelegde wisselspanning bevatten.

Het optreden van de derde onderharmonische is afhankelijk
van het inschakelmoment. Ze ontstaat bijv. indien de wissel-
spanning op een gunstig moment van de periode wordt ingescha-
keld. Ook het optreden van het kipverschijnsel kan de oorzaak
zijn van het ontstaan der derde subharmonische.

Oneven subharmonischen van een hoogere rangorde zijn niet
waargenomen.

Is in hetzelfde circuit de doorloopen hysterisislus asymmetrisch,
hetgeen bereikt kan worden door voormagnetisatie van de kern
der spoel met geljkstroom, dan kunnen even onderharmo-
nischen optreden. In tegenstelling met de derde onderharmo-
nische, treden de even onderharmonischen spontaan op, zoodra
de instelling van het circuit daarvoor gunstig gekozen wordt,

In de berekening wordt alleen de tweede onderharmonische
beschouwd. Bij bepaalde instellingen binnen het gebied der
tweede onderharmonische blijkt bovendien de vierde onderhar-
monische op te treden.

In het volgende zal getracht worden te berekenen, binnen
welke grenzen deze verschijnselen zich kunnen voordoen en op
welke wijze de amplitudo der periodiek veranderlijken afhangt
van de wisselspanningsamplitudo. Er is steeds naar gestreefd
de berekening zoo nauw mogelijjk te doen aansluiten bij het
resultaat der metingen, teneinde allereerst eenig inzicht te ver-
krijjgen in het verloop der verschijnselen.

De periodiek veranderlijken worden geschreven als reeksen van
Fourier met een beperkt aantal termen. Dit maakt het moge-
ljk om de invloed der hysteresis, en bij het kipverschijnsel ook
nog de invloed van den weerstand in rekening te brengen.

Tengevolge van de gebruikte rekenmethode kan alleen de
stationaire toestand beschouwd worden en is het bijv. niet
mogelijk de invloed van het inschakelmoment op het ontstaan
der derde onderharmonische na te gaan.
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§ 1. Benadering bysleresislus.

Het is gebleken dat de hysteresislus op eenvoudige wijze
benaderd kan worden, indien de magnetische inductie 5 een
periodieke functie van de tijd is, dus in de vorm van een reeks
van Fourier is te schriven.

Is nl. B =B, + B, sin (w t + ¢,) + B,sin(wt+@)+... (1)

dan wordt de hysteresislus gegeven door eliminatie van 7 uit
deze reeks en de formule:

H=v,B+v,B +v.B +... +

+0lB cos(@t+ @)+ Bicosot+g)+...0 (2

Hierin brengt de term
H" =014 ﬁl cos (w t + @) + ﬁﬂ cos(Zwt+ @)+ .. }

de invloed van de hysteresis in rekening.

De grootheden »,, v, 7., ... en p zijn materiaalconstanten, die
bepaald kunnen worden uit de opgemeten hysteresislus van het
materiaal.

Ter afkorting zullen we in het vervolg schrijven:

i a o i a ~ .
H" =p B, sin(wit+ @)+ Bysin(Zwt+ @)+ ...%=
d (w ?) 0(2 w i)
H":QE £ :
n=1 0(n wt)

Aangezien bij de volgende berekeningen steeds gewerkt wordt
met de grootheden y en 7, zullen we deze in (2) invoeren.

Is van de zelfinductie / de lengte en S de doorsnede van het
magnetisch circuit, 2 de lengte van de luchtspleet, w het aantal
windingen en p de omvatte flux, dan geldt:

w=5.5.w,
Hi+B.l=4nw.1.

Met behulp van deze vergelijkingen is (2) te schrijven in den

vorm.

: 3 ']'qi 5 1'53

——]—1;1. et M R e e ol G e o
& 2 oF | 4 -3 {3

4mS.w 478 w 4785 w

=1,
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Fig. 1.

Hysteresislus volgens meting.

—— oscillogram
---=~berekend

Fig. 2a en 2b.

Hysteresislus, indien geen
subharmonische aanwezig is.
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ol g d

+ ———— S S

41 SwW w=1 d(nwt)
Of, na invoering van eenige nieuwe constanten:

: ] 5 | o d
=P+ P e e TUL X el
=1 0(2 @)

(3)

Waarin: w =y, +yp,stin(wét+¢,) +y.stn (ot + @)+ ...

(3) is de formule, die in de volgende berekeningen steeds ge-
bruikt zal worden.

Voor een gegeven zelfinductie kan men de constanten u,, u., u.. ..
en 7 bepalen uit het oscillogram van de y—7 lus, doorloopen
]
als yw=~ypsinwt. Voor deze yw—7 lus nemen we aan:

N

W =y st wt l
\ 3 i l (‘[)

= pu W+ 1Y +... VWS,
De constanten u,, pt,, . ... worden nu bepaald door de kromme
{ = f(y) (Gg.1) te benaderen met

Fem,
. 3 3
=, W+ U+ ey ..

De constante 7 kan bepaald worden uit de grootte van 7
voor ¥ = o0 of uit de grootte van het oppervlak der w =7 lus.

Is y = o, dan is volgens (4) : 7, = 2. 9. (Fig. 1)
Aangezien zoowel 7, als y bekend zijn, is v direct te berekenen.

Het oppervlak der y — 7 lus volgens (4) is:

27T

. : ) ﬂw
= . = e —ff ) =
It tj;:-! a fz ad (w )
f,‘-‘!
= /'?!?:Jfﬂ.i'ﬂ}f. @rﬂsmf,d(mf}=ﬂ.ﬂa,’_

a

Wordt nu het oppervlak O van de w — 7 lus uit fig. 1 be-
paald, dan volgt de grootte van © uit /7= O.

Zoolang de verzadiging niet te groot was, gaven beide
methodes slechts weinig verschillende waarden van 7.

Bijj de berekeningen werd steeds die waarde van 7 genomen,
die volgde uit de eerstgenoemde methode.
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115-

oscillogram

Fig. 3a.

berekend

Fig. 3b.

Hysteresislus bij aanwezigheid
van derde subharmonische.
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Ter verduidelijking zijn in de figuren 2, 3 en 4 de y — 7 lussen
van eenzelfde zelfinductie voor verschillende gevallen geteekend.
De figuren 2a, 3a en 4a geven de lussen volgens de oscillo-
grammen, terwijl de figuren 2b, 3b en 4b de lussen volgens

formule (3) geven.
Hier volgen de formules voor de verschillende y — 7 lussen,

van eenzelfde spoel, waarbij de formule van de flux bepaald
werd door analyse van de fluxkromme.

Fig.2b v = 3,55 . 10°sinwt. €. M. €,

i=0,24.10 Py +0,68.10 2y’ +0,42.10° ——

oscillogram borekend

s

Fig. 4a. Fig. 4b.

Hysteresislus bi) aanwezigheid van tweede subharmonische.

Fig. 3b y = 2,0. 10° sin Gowt—35)+275. 10°sinwt. €. m. e,

. —I0 — -
{1 =0,24.10 "+ 0,52.10 2y’ +0,2.107° p° +

N
"'I"-D,Si I'D IDE Tp
=1 35(”{3 )

. WM. &,

Fig.4b p = (- 0,73.10°) + 1,6 . 10" sin (A w £ + 7,5°) +

ﬁ ]
+ 2,4. 10 sinite.m.e.

=T

7=0,24.10 "y + 0,68.10 7 y? +

35 dy
0 [O E.' :
0,45 w—1/2 0 (72 @ ff) e
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In fig. 4 zijn de gelijkstroom componenten van w eni buiten
beschouwing gelaten, aangezien deze op het oscillogram ook niet
tot uiting kwamen.

Het verschil tusschen de waarden van x, en 7 in de formules
voor fig. 3b en beide andere figuren wordt veroorzaakt door
de sterke verzadiging, die in de formule voor fig. 3b ook het
invoeren van een vijfdegraads term noodzakelijk maakte.

§ 2. Kipverachipnosel.

Is # het potentiaalverschil tusschen de condensatorplaten in
de richting van de stroom, dan geldt het circuit van fig. 5:

I I

é sinwt R
Fig. 5.
74 , X 3
—1})+sz+;{=;’5?3£qu.
el 4
Of:
7z i t 3
ftﬁ+ﬁ_+ ;={L}{’Eﬂ5{{}f. (1)
dt dt C
Hierin is:

w:ﬂlii.ﬂtmf+ﬂ3£f?z3mf—l—...+&It‘ffsfﬂf+&3fﬂ53Eﬂf—l—-..} )

i=¢, sinwt+ce;sinjwt+...+dcoswot+dcosjwi+...

Vergeljking (1) is met gebruikmaking van (2) te splitsen in
de volgende vergeljkingen:

A
m?f;-rl-l-u;nﬁ:'rfl-—é:[}

5 (3)
ot —wRo—-—Z==pé.

¢
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I \
mg(2?1+]}iﬂzu+z+{ﬂﬁ(2”+I)din+:_Efﬂr1+I:'D* ‘

= [—00 (..1)
0’ 2Zn+1) brny:— OR (27 + 1) Canss _Elfd”*‘zﬂ g

Voor het verband tusschen y en 7 nemen we:

Q

(5)

: 3 S
I= W+, +v.2 :
n=1 O(itwl)

Uit (2) en () volgt:
513#1'{?:+%#331(‘?:+éf)+f""3(—%ﬂ:ﬂgﬂ_%ﬁiﬂ3_%HI!’;&})“F”.. —?151.1

- (6)

d,o=u b+ Busb, (@ +8) + py(—fai b, + 386, +3a,0,09) + ... +va,.

4=y @+ % ps(— @i+ 3a,b;+ 6ara, +6ba)+...... =l

(7)

dy=pu, b, + 3 p, (07 — 3016, +6a:0,+66:6,) + ... +va,.

We nemen verder aan dat de afwijking van de lineariteit
der zelfinductie gering is. Dan zal het percentage derde boven-
harmonische in flux en stroom klein zijn, en mag men vijfde-
en hoogere bovenharmonischen verwaarloozen.

In (6) mogen we dan de termen met den factor u,a, of w0,

verwaarloozen, en (6) gaat over in:

€y = Uy, s 'E sty (":?:: 5 éLIr) = TIJ’I .
(8)

dy=p. b, + 3 u,b,(a;+ b)) +va,.

Uit (8) en (3) volgt nu, na invoering van de grootheden:
e=whRC(C en:

r=a’+ 0’ = (amplitude eerste harmonische van de flux)":

(0 C—p,+ev)+b,(w+eu)+3u,x(eb, —a;)=0.
©)

b (0 C—p+e)+a, @ +eu)+ipx(ea,+b)=wlCé.
De som der quadraten van (9) geeft:

.1‘-'3.-19E,u§ (I +£=)+Iﬂ.—:%‘u3{#1(l +Eﬂ)—{u2{:}+
(10)

+2{(°' C—w) +2" +¢& (@ +uy) + 2vew’ Cy=" C &,
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Hiermede zijn we gekomen tot de vergelijking, waaruit het
gedrag van het circuit is af te leiden.

Circuil zonder weeraland.
Hier is ¢ = 0 en (10) wordt:
THT:F 7 - 3 U r(w C—pu)+x {(r;f C— u) + E’:} =w C ¢, (11)

Dit is een derde graads vergelijking in z, die 1 of 3 reéele
wortels kan hebben. Een analyse van (11) levert op, dat de
krommen x = f(¢) voor waarden van C, die boven een zeker
minimum liggen, een gedaante hebben als op fig. 6 is aangegeven.
Uit fig. 6 volgt dat bij toenemende ¢ in het punt 4, bij af-
nemende ¢ in het punt 5, het kipverschijnsel te verwachten is.

A

Fig. 6.

) ¢ 3 &
In de punten 4 en B is :—F = 0, dus ook Vi 0.
z

Dit op (11) toegepast geeft:

K
(m-ic) Husr" —3u, 2 (@ C—p)+ (0’ C—u) +2°=o0.

De wortels hiervan zijn:

8 (" C— ) +m.4) (0 C— )y — 32°.
9

Met:m" = +1. (12)

Mgy X =

Het kipverschijnsel zal alleen optreden als de wortels (12)
re€el zijn. Dit is het geval als;:

(0" C—pu) —37"20.
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Of: o C=Zpu, + 'ff]/g.

De grootte van de capaciteit moet dus boven een minimum

liggen.
De grootte van de wisselspanning, waarbij het kipverschijn-
sel zal optreden, vindt men door de substitutie van (12) in (11).

Deze geeft:
pw CE = (0 C—u) (@ C—w) +9 o ) —
3
8.4 (n® 4 m? L1
—m.gr (@ C—m) =32 2. (13)
a
=14
C
Kipspanmng voor £ =0
/
'
I
!
i
|
Yo\ gematen
1
————— berakend
— == =0
J"-‘.-
- -
- e

Fig. 7.

Formule (13) werd gecontroleerd door metingen, gedaan aan
een circuit met ¢=0. Op figuur 7 zijn meting en berekening

vergeleken.
+ = bovenste kipgrens = A in fig. 6.
— onderste kipgrens =~ 7 in fig. 6.

T*
Circuil mel weeraland.

Op dezelfde wijze als voor & =0 is uit (10) voor het geval
¢ 7# 0 de kipspanning te bepalen.
Dit geval wordt hier niet uitgewerkt.
Circuil met maximale weerstand, waarby kippen zal oplreden.

In het geval met weerstand wordt het verband tusschen x

en ¢ gegeven door (10), welke luidde:
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A'B.T“ﬁ}u;(r+£2}+.1:2.—i_},ug{y1{1—[r-.t:g)—-m""{f}q- l

10
+-r'{(m=C_J”fl)i"‘f’ﬂ‘i*f(?fﬂ"r‘#f)+2E1Fm2 C}zw? W l{ )

Men vindt de kipspanning weer, door in (10) ?zﬂ te
ox

stellen. Dit levert op:

z

r 2w +e)+r. 3u (1 +6e)—"Ch+
+ (@ C—p)' +0"+ @ + u)+2ve0’° C =o0.
De wortels van deze vergelijking zijn:

8¢w' C—u (1 + &)}t
fy X = e (14}

T 4 Vr{w? C— u, (1 + Eé}}ﬂ — 3 (f-’_-{— e’ ()Y — 38+ +) @ +u)+2vew C}
9 (1 + &)

Hieruit volgt, dat het kipverschijnsel optreedt, als:
W C—p(1+&)) —3@+ea” C) —

— 3+ +O) @+ ud) +27e0’° Ch =0

Dus ook: {mu{f—yl(l +£2)}1— 3 (7 +ew C}i}ﬂ.

‘ w C— u, (1+ e’) ‘ > (v +ew C')|J_3 ]|

Uit het experiment volgt, dat ¢ beneden een zeker maximum
moet liggen. Bovenstaande voorwaarde moet dus geschreven
worden in den vorm:

0 C—pu,(1+)>@+ew’ C) lf(g
Of: 0w C(1 —¢ ].f’#_g)},u,(l + &)+ I,fé ‘

Volgt: I—El/_jf.':’D of : F{%II__%

Wordt nu & verwaarloosd t.o.v. 1, dan moet dus:
w C(1—e¢ Vf_?,) >y + v ].erg :

De maximale waarde van ¢ waarbij het kipverschijnsel nog
optreedt, is dus bij benadering bepaald door:

w*' C(I—¢, '/f_jl}%,u,, + ]/_3 ]
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1 -"III_ o
= &My 3t+v.
w C

‘mrax.

V3 dm)3+v
3w C o C°

Volgt: R =~ (15)

MY,

Zie figuur 8.

Voor deze grenswaarde is volgens (14)

8{w’ C — p, (1 +£))
9(1 +¢)

My X =

Rlll

Maximaal toelaatbare wearstand

3 berekend
——==— gemeten

=
o oo
-
e

Fig. 8.

(10) levert voor de grootte van de kipspanning bij de maxi-

male weerstand:

" € — u, (1 +6);
wC(1+¢) l-f‘u3 '

é=4)2.
‘ (16)

—
1 /
— T ¥ Vi /
Wﬂﬂl‘il’]! E ?li_ l"IS . i+ 'L‘I 1 l 3' .
&

In figuur 9 is het resultaat van (16) vergeleken met het ge-
meten verloop der kromme ¢ = /(().

Percenlage derde bovenbarmonische in de flux.

Verwaarloost men de invloed van weerstand en hysteresis,
dan is het mogelijk het percentage derde bovenharmonische in
de flux te berekenen.
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(4) en (7) gaan dan over in:

|J I
Ow &, — —¢, = 0.,

C

';}mﬂég_—u-;:-_th:D. \

ey =@+t p e, (—ai + 367) + 3 pyay(a; + 6y) . }

dy=p, 0y + } ps b, (= 305 + 67) + § py b, (a3 + 83)

.,.-.—-"-'_

—
---___._-

Kipspanning bij max weerstand

berekend

----- gemeten

Fig. 9.

Uit deze vergeljkingen volgt na eliminatie van ¢, en &,
;490" C— pt = s @ + 6) = L pya (- @i + 387) .
5,400 C — p, — § 1, @1 + 8} =} py 6, (— 302 + 87) .

De som der quadraten levert op:

(@ +6) 9 0" C— i — § py (@ + 60} = g 5 (@i + 6. (17)

Nuis @’ +8=9° = (amplitude le harmonische van de flux) .

a+&=w.=( , = Je bovenharm. , ., , ).

Hiermee is (17) te schrijven in de vorm:
. : - A3
Vs {9 w C— o % s Ta”?} i i et

Of : Yi 1 Ha w?

e T 3. e
Y, ow C—p, — 3w,y

Uit (12) wvolgt, dat bij verwaarloozing wvan hysteresis en
Ohmsche weerstand voor de bovenste kipgrens geldt:
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Py = pyyr =5 (0 C— ).
Deze waarde van pu, '-;:f, gesubstitueerd in (18) geeft:

Vs 4 4 w C—pu, _ o C — u,

$°9-

~ : - - {'1:}-- 19
Yy 9{U C‘—‘HI—‘%({Q C__.”_I) FSM {‘:‘__3“”1 il ( }

Uit (18) is verder af te leiden dat —{?—— (%) steeds positief
d (y3) \y,
is. Op de onderste tak (05 A) van de kromme op figuur 6 is
dus steeds y,< L, en mag u, dus zonder bezwaar verwaar-
loosd worden.

Voor de onderste kipgrens volgt uit (12):

* g 2
pox=pyp; =% (w C—p,).

Hier is:
A’. 2 C_- I
e et (20)
v, 7w C+p,

De uitkomst van (19) klopt goed met het oscillogram, het-
welk een flux te zien geeft, die niet zichtbaar van de sinusvorm
verschilt. Bij de bovenste kipgrens is de fluxamplitude niet groot
en treedt dus geen sterke verzadiging op. De niet-lineariteit
van de y — 7 kromme wordt in dit geval goed uitgedrukt door
een derde graads term.

Bij de onderste kipgrens zijn fluxamplitude en verzadiging
veel grooter. De nietlineariteit van de w — 7 kromme wordt
hier onvoldoende benaderd door een derde graads term. Het
percentage derde bovenharmonische is dan ook veel grooter
dan (20) aangeeft.

§ 3. Derde onderbarmonische.

Laat men op het circuit van fig. 5 een sinusvormige wissel-
spanning werken, dan is een periodieke trillingstoestand mogelijk,
waarbi) een derde subharmonische optreedt.

In het volgende wordt getracht de voorwaarden te bepalen,
waaraan de circuitconstanten moeten voldoen om deze trillings-
toestand mogelijk te maken. Hierbij wordt uitgegaan van de
veronderstelling, dat flux en stroom geen andere harmonische
componenten bevatten dan grondtrilling en subharmonische. Aan
deze veronderstelling wordt, althans wat betreft de flux,
tamelijk goed voldaan.
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We schrijven dus:

py=asmiolt+asimwt+bcosiol+bosnl. )|

1
i=c,sintwt+ce,sinwt+dcostwt+dicoswt. | )
Voor het circuit geldt de differentiaal vergelijking:
d dé 4
?+R—z+i=m§msmr. (2)
dt dt €

Door (1) in (2) te substitueren, vindt men de vergelijkingen:

-—ﬁmﬂﬂ,—%mﬁd’!%—%q:ﬂ, )

—%mgél—}—-émﬁr,{*;—:‘a’]:n, g

I

—mﬂzz3—mﬁff3—l—6e:3=n.

I
—m2ﬁ3+mﬁf3+g‘dﬂ=m£‘.

Na invoering van de grootheid ¢ = w R C zijn deze verge-
lijkingen te schrijven als:

Lt Ca, +Led, —¢,=o0.

5 E 5 } 3)
—3+w Cb,+Lec, +d, =0,
m:{f.:%—t—.-sfﬁj—fﬂ:ﬂ. | } “)
—w Ch+ec,+d,=w Cé.

Als benadering voor de w — 7 lus wordt weer genomen de
formule :

4 3 : Btp
I= 1 + ' +'E" E e ® 5
Py + Uy i Tead (5)

Uit (1) en (5) volgt:

G=pa+3umax—3pa(a;—46)+pa, s —$pu,0,6,6,—v6,.°

(6)

di=p, b, +3pbx—3pb.(ai—0)+3pb,z2+3p,a.6,a,+va,.
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€=ty + L a, (—ai+36) + fpusa,x + 4 pya,z—v0,. ] ?)
dy=p by +hps b (30 +0) + §pbyx + f b2+ vas.
Ter vereenvoudiging is hier geschreven:

@’ + b = 9 = v = (amplitude derde subharmonische i/d flux)

u: .- Z?; = ‘q‘j = B = { . i EEI‘S'[ZE hﬂ.rﬂlﬂniSChE " M )z

(6) in (3) gesubstitueerd geeft:

a, (o C— —Jpr—$p ot fev) +
+ b v+ e (u, —1—%,{!.3.1.'-1-%#33)}=%y3(3f—&:)(%55’3—::’IB}—
"'%#33: fE’I (31'533"'53}*

(8)
_él(i!imic_‘ﬁl_%Par_%f‘_%gd"]‘}iﬁw)“}’
tafv+ie(u+imr+3ns)=3u@—0)(eas+0))+
+ 8 u,a,6,(feby—ay).
Uit (7) en (4) volgt:
a,(w C—‘ut—%par—ﬂ};¢33+sif')+cﬁ'3{t!+s(‘u;+%pjx+§-p33)}=
= —luboe(—3ai+8) +Fpa (—ai+306).
®)
by (@ C—p— b — s +ev) +a{vte(ut dur+ i) =
=-—%pjﬂlﬁ(—ﬂf+3-{5‘?)-—%-#3{51(-—3ﬂf+§f}+m55.
De som der quadraten van (8) geeft:
'r*[("éli'mﬁc'_ e —Fux —Fpus s+ fev) +
i

+{o+fe(urimr+imay]=Lem(+Ee)r" 2.
De som der quadraten van (9) geeft:
2. (@ C—p—3pxr—3pz+ev)+@w+e(u ripr+ 3 u,2)f] =
=1 C“Eiﬁ——ﬂﬁ,u;xa(l +EE)—%y3mCE{£aI (—a; +36,) + ! (11)

+ 8. (—3a +8)).
Uit (10) volgt, dat er twee mogelijkheden zijn, de toestand

waarin + — 0, dus zonder subharmonischen, en de toestand met
x # 0. We beschouwen hier het geval dat x 720 is, en nemen
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verder aan dat ¢ =0 is. (11) is dan te vereenvoudigen tot:

= | a2
20" €~ u, — 3 x—Fp,8) + 0} =

} (11a)

X 3 # 2
O+ fy WP 0 COE, (5 B

In deze formule is het product 4, (- 34° + ;) nog onbekend,
Het i1s als volgt te berekenen:

Is ¢ =0, dan volgt uit (8), door de eerste vergeljking met
b, de tweede vergelijking met «, te vermenigvuldigen, en daar-
na op te tellen:

v+ a) +§pusa b, (@i —8)+ $u,a b by —
—f M@, 0,(a; — b7) + 3 pu, al b, ay= 0.
Of: vr=-—-3uba,(34a-8)+% pya, b (a; — 38).
Na invoering van X =4, (— 3a° +2;) en Y=g (~d + 3 7)
wordt dit:
vr=3u(a, X -6,7), (12)
Uit (9) volgt voor ¢ = 0 op dezelfde wijze :
ve=gp(—a; X+, V)+wCla,. (13)
Uit (12) en (13) volgt:

2 TE+ 38)

3.‘:&{?‘;‘” (1)

3

Na eliminatie van @, uit de tweede vergelijking (9) gaat deze
over in:

¥ (1 3 3) i
3w Cé

+tmb(—3a:+8)=wCé.

2 i
—b3(0 C—p, — 3 s x — 3y 2) +

Na substitutie in (11a) van de uit bovenstaande vergelijking
gevonden waarde der term u, b4, (— 34° + &%), gaat deze over in :

2 ! .3 oA
Ex(@ C—py —Fpsx —3p, ) +0°)= —w* C 8 —

~2wCéb(w C— puy — 3 py v ~Jus2) + 82" (x 4 32) + e pus 2
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Of:; {@(mﬁC-pl—%,ua:i:—-;i‘;ias)v%mlfﬁ}?:%ﬁy;.f-i-

= 2 :-

o (x+ 33 | (15)
+%Tff(21‘—|—33}—-£ ( 3 ).(mgf—;h —:j;*u‘gr—-ffhs‘ﬂ.

gw C' &
Ter vereenvoudiging wordt verder geschreven:
2 i i
0 C—p,—Jus 2 —3Fp38=2N.

(15) is te schrijven in den vorm:

wCé m\/ | Bt T
—_ +-_"III_I_;'.|u;"r Iﬂ (7..1:'4—3")—‘( 3}

b - 1
N N 9w C° ¢

2 - - |
N waarin: m =1.

Il

v(x + 33) .

2wlCe

Verder was: a, =

Uit de som der quadraten van deze vergelijkingen volgt:

/ e 2

e ? .:I- —|_ :

2mw e l T ;:3.1 +id° (x4 32) — - ( : :2 ﬂ) N =
O w ¢ ¢

=’ C P+ {3 +40°(x+32) -2V .

Quadratering van deze vergelijking leidt tot de vergelijking:

Z .'u! z 2 - T 2 . - 2
{w” C* & — a2 N* — e Ju.,,.t tv (zx+ 3::)1 =4 N ¥ Gmxz—7).
Nu is volgens (10) voor £ =0:

t(Eupre—0)=F 0 C—p—§ a7 - fus).x.

2 2 a2 z - S 2
Volgt: " C* ¢ —2N* —Jeus2 —4v (2x+ 323) =
=2nNrxrGo'C—pu.—Jpsx -—3§p;2).  waarin: wo=F,

v en z zijn nu dus bepaald door de laatste vergelijking en ver-
vergelijking (10). Schrijven we beide vergelijkingen nog eens
uit, in aanmerking nemende dat ¢ = 0 is gesteld, dan is dus:

G C—p—dupr -4+ =Fumr' 2. (16)
WZC?EE—E(HJEC‘—MI 2!13,1_' - "") —"'f-" (zt'_l_sn)_

=Ll +Enx (o C‘—H:—“%_,,U-3I—4 10,2) (o € — p, — (17)

g P SRS
_Tli:”'a*f—ﬂf‘a"’)' W= :

(16) is te splitsen in twee vergelijkingen, n.l. in ¥ =0 en de
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vergelukmg van een ellips, waarvan de aslengtes evenredig zijn
met { (3 @ C— u,)" — 77"}, Deze ellips heeft blijkbaar alleen
dan reeéle punten als:

GFo' C—p) —70"2o0.
Of: 0" CZ9(u,+7vV 7).

fa?

Q

}LJI

Fig. 10.
Amplitude der fluxcomponenten als functie van &,
by aanwezigheid der derde subharmonische.

Is " C<9(u,+21” 7), dan volgt uit (16) dat i; ¥ = 0 moet

zin. Dan zal de derde subharmonische dus niet optreden.

Het levert groote moeilijkheden op om uit (16) en (17) de
onbekenden u,x en u;z op te lossen. Teneinde nu toch een
inzicht te krijgen in het verloop der krommen u, r = 7 () en
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w, 2 = f(¢) 1s dit uit (16) en (17) voor een bepaald geval grafisch
onderzocht. Dit leverde de krommen van fig. 10b en fig. 10c. Fig.
10a geeft voor dit geval het verband tusschen u, x en u, z volgens

(16).

Uit de figuren volgt al direct dat niet bij alle waarden van
¢ de derde subharmonische op kan treden. Vooré<<é_ ené>¢ .
(fig. 10b) treedt geen subharmonische op.

De aanname, dat alleen op de gebieden R 7 en OS5 een
derde subharmonische voorkomt, levert een resultaat op, dat

goed met de metingen overeenstemt.
Een verklaring hiervoor zou men hierin kunnen zoeken, dat

alleen de oplossing met 7 = + 1 stabiel is, terwijl vooré, <é<é,
het inschakelmoment niet zoo gekozen kan worden, dat de
derde subharmonische optreedt.

Voor de snijpunten 72 en ¢ van de krommen voor # = + I
en # = — 1 geldt:

.E.HJEC—#] 4‘.[43r——'-iy3={3. Zie (17)
Volgt uit (16)

__'J_ Jta-l'-l
v = 1% M

Uit (17) volgt voor de snijpunten van de krommen voor

#=+1en 2= — 1 nog de mogelijkheid ;

w C—pu—3pux—3u,2=0.

Deze factor bleek echter steeds >0 te zyn.
In 2 en Q is dus:

Of: wyr=8¢ 0 C—pu)+¢ ﬁ}f’f(—;}-wjf—y,}z—ﬂfﬁ.
=1
=1t G C—pu)—t. lI Qo C—pw) —-8v .
Met ¢ = + 1 correspondeert het punt 7, met 7= — 1 het punt Q.

De snijpunten 7 en Q treden alleen op als:

w CZ9((u, +7v L7 8).

Uit (17) en (18) vindt men ¢, en ¢, Het gebied, waarin de
derde subharmonische kan nptreden is verder nog begrensd
door de punten R en S, waarind é/dz =dé/dx =0enn = + Lis.

Worden voor verschillende capaciteiten grafisch de spanningen
in de punten X en S bepaald, dan komt men tot het gear-

. (18)
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S — e —

ceerde gebied van fig. 11 als het gebied, waarin de derde
subharmonische kan optreden.

Is geen subharmonische aanwezig, dan geeft de gestreep-
stippelde kromme in fig. 10c het verloop van u,z als functie
van ¢ aan.

Deze kromme snijdt beide andere krommen van fig. 10c in
geen enkel punt. Het is dus niet mogeljk om door geleidelijke
verandering der wisselspanning van deze kromme op één der
beide andere over te gaan, m.a.w. door geleidelijke verandering

—— gemeten
-—~—=— berekand

l &

Fig. 1L.
(Gebied, waarbinnen de derde

subharmonische kan optreden.

der wisselspanning kan men niet van een ftrillingstoestand zon-
der subharmonische kromme komen tot een trillingstoestand
met subharmonischen.

§ 4, Tweede onderbarmonische

Uit het experiment volgt dat de tweede subharmonische alleen
optreedt, als de doorlopen hysteresislus asymmetrisch is, hetgeen
bereikt kan worden door de ijzerkern van de spoel met een
kleine gelijkstroom te magnetiseeren. Het inschakelmoment heeft
geen invloed op het al of niet optreden der tweede subharmo-
nische en ze zal spontaan ontstaan, zoodra de voorwaarden
gunstig zyn.
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Ook hier wordt uitgegaan van het meest eenvoudige geval,
nl. dat flux en stroom geen andere harmonische componenten
bevatten dan gelijkstroom, tweede subharmonische en grond-
trilling.

+ —
Fig. 12.

Flux en stroom worden dus geschreven in den vorm:

w=asinlot+a,sinwt+b,+bcosfwt+b,coswt. 1)
’

by =CSitywt+ e, smol+d,+dicoslol+d.coswt.

Voor het circuit geldt de differentiaalvergelijking:

B i b e (Tie B 1D 2)
+ KX—+—=wecoswl. e he. . p
drt &l -

Hierin is 7. de stroom, die vloeit door capaciteit en weer-

stand.
Nu is: 7. = ?'j_m_! =
Volgt: i.=c,sinlwt+c.simwt+dcosfowt+d,coswt. (3)
Uit (1), (2) en volgt na invoering van ¢ = w K C:

w Ca,+4ed,—¢c,=0.

| 9

1
4
~ ;}m“ Co; +3ec;+d,=0.

w Ca, +ed, —c, =0

(5)

_ﬂ}E t:qﬁg—i_Efg_l_{fg:mCé'

De y —7-lus wordt weer benaderd door de formule:
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I

1 o T +U21
Copod = P ¥+ Y %B{Hmt)

Bw

(6)

Uit (1) en (6) volgt:

do=0bo (1 + p3 85 + 3 3 7 + § 3 2) + § 1362 (0 — ) + § p30: 6105 . (7)

€y = dy (#I+3F3§:+%F3§;+%#33)_ 31“’350('{?152 dﬂibl) —wél '1(8)
dy =5, (pa+3 300 + 3§ 3+ § 3 2) + 3 p3 b5 (21 a: + 5, t‘-‘-i)+wa1-‘

o=, (: +3 b+ 3 s+ 3 pu2) + 33 6,a,.8, —vb,. ©)
d, =8, (u: +3p30 + 3 5 +3 w3 5) + 3 438, (i —ai)4 va,.

Hierin is:
i = a; + b; = (amplitude tweede subharmonische v.d. flux).

s=a;+ b; = " eerste harmonische i i B

(8) in (4) gesubstitueerd geeft:

”:{J}WEC—%—3!*353—%#35}'—%#3f3‘+%ﬁfi}+‘
+ o v+ de(ue+3 b0+ 3 ustf+ 8 uy2)} =

= — 3B, (.6, —a, b,y —Sep, b, (a.a,.+ 5, 5,).
;o (10)
-5 3" C—pu—3psbo— S ps i —$ pyz+Levy +

raclics fota + 3R B )
S Sﬂﬁéﬂ(ﬂlﬂﬂ+élﬁﬂ)+%EJu35ﬂ(_ﬂgé1 +ﬂ1-l'5'.i),
Uit (9) en (5) volgt:

ﬁﬂ{fﬂECTHI "31”'35'2_'%;”3 Yy — 3 s 3""’5?’}“'

+ 5,30 + (e + 33 B0+ 3 s 7+ § s 2) ) =
=3y boa, by — S epus b,(0: —a
(€11
~ 5,40, C— s — 31355 — 3 s 5 — Sy 2 + €0} +
+ a,7 + € (i +3#353+:}y3§f+5jp33)}=

— — § BB =) — 3y B B+ w0 CE.
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De som der quadraten van (10) levert op:

{10 C—m—3mbi—fpii—Fpms+deri+ | o

o+ be(u+3mb+imy+ima)]=0m (1 +16) gz,
De som der quadraten van (11) geeft:
sl C—p—3mbi-§ i — s +ev) +
+{o+e@u+imbitimi+ima)f]= (13)
0 C P - 30 Ceu b (B —ai+2ea,5,)+3u56:(1 +€) 7 .
We beperken ons verder tot het geval dat ¢ =0, een geval
dat in de practijk kan worden benaderd.
Vermenigvuldigt men de eerste vergelijking van (10) met 2.,

de tweede met a,, dan vindt men voor de som der aldus ver-

kregen vergelijkingen:
Vi + 6 usbya, b, b, + 3 ps b, (ar — bi)d, = a.

Evenzoo levert de som der respect. met 4, en a, vermenig-

vuldigde vergelijkingen (11):
202 — 6 u b, b, b, —3usb,(a: —b)a,=2wCeé.a,.

Uit de som van beide bovenstaande vergelijkingen volgt:

(14)

vy +23

2w C ¢

2,

Na substitutie van (14) is de tweede vergelijking van (11)
te schrijven als:

- § p3 80 (B; - a:) = — b, (0" C— ps — 33 b — § 39 — § p38) +

v (+22
2w Ceé

Hiermee is (13) te herleiden tot:

— iy G

=

23 (@ C — py — 3 p3 5o
— 2w Cé5, (0 C — pu — 3305 — § 39 — § ps8) + s boyf +

b - fpua) +0 )= -0’ CF -

+2° (7 + 2 2).
Hieruit volgt:
. N+wC& =2uyboif +v (i + 2) — a, N*, waarin:

N=a"C— s — 36— 37 — 4 32,
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Nu is dus:

z

b, N=—-—wCé+n l’ 1‘} IH; b y'i + v (F+32)—a;, N°. #°=1,
Na quadratering volgt hieruit:

Gt @) N =2N" =" C°F + 2285 +° (7 + 2) —

—2nw Cé.J 3 W 8l4° +7 (fF+2)—a. N°.

Anders geschreven na substitutie van de in (14) gevonden

Wﬂﬂl‘dE van ;.

2iias 8 V%F?f’z'{:"? B G 8) — Nz.?‘;i (g}: ?:E I
4w C ¢
- e N +usbotf” +0" (7 + 2).
Na quadratering is deze vergelijking te herleiden tot:
(0" C8 s B — (G +0)) = N5 (9 Bz — o).
Nu is volgens (12) voor ¢ = 0:

GO boz )= (} 0" C— pe — 3380 — 3yt — § s 2)* -

Met gebruikmaking hiervan vindt men tenslntte:
w C & —2N* —2uib54" — 0" (7 + 2) =
=mi NG o C—w —3u b5 —$psij—$ps2).  (15)

Waarin m" = 1.
Volgens (7) was:
o= by (s + 1305+ $ 157 + § 115.8) + 3 1136, (8% — a2 + $ wy @b a,. (7)

Vermenigvuldigt men de eerste vergelijking van (10) met ! a./2, ,
de tweede vergelijking van (10) men 14,/5,, dan levert het ver-
schil van de aldus verkregen vergelijkingen op:

Sus b, (b —a)+ 3 p,a. b, a, =
= 1 y/b, (} o C—u —3 1y b5 — 17— 31,9,
Hiermede is het mogelijk (7) te herleiden tot:

do =0 (s + p3 6 + 8 py 57 + 8 p, 2) +
.(16)

g}'f 2 2 q .- g
+i5--(}m C—pe—3u,0, — 35— $p,2).

a
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Hiermede zijn we dan gekomen tot de vergelijkingen (12), (15)
en (16) die den trillingstoestand bepalen.
Voor het beschouwde geval (¢ =0) is dus:

gl o C—m—3pmb8—fni-§ms) +v]=9i5855. (18)

P OF =l C= = 3 g B =S — g, B4
+mig (o C—p—3ub0 - F sy = § 155 X !(15)
X (0 C— pts — 3305 — B ps 5 — § p32) + § pa & i+ (i +2). \
Waarin: m = 1.
dy= b, (s + ps 05 + 3 s + 3 py ) +

(16)

7 5 - —_—
+:}E(:},'m C—he = 3;“3513_%-”35?_31”33 :

Eliminatie van een der veranderlijken u, &, , u, 77, u; = uit deze
vergelijkingen leidt tot onoplosbare hoogere machtsvergelijkingen
van de andere onbekenden. Daarom zijn de oplossingen hier

grafisch bepaald.

Voor het geval, dat er een tweede subharmonische aanwezig

is, volgt uit (18):
Go' C—pu—3p 8 —F g —3ps2) —v =910 35 (19)
Of, in anderen vorm geschreven:

Bps—Go" C—m— i)+ e
+B3mb—Gw C— - %;53{;')}* =G C—p—1n, 7) —v .
Deze vergelijking heeft alleen regele wortels als:

A C—m ~Tusd) —o Zo.

Of: o C2m+ov+3uy.

De tweede subharmonische zal dus alleen optreden als:

w C>4(u+7).

Uit (19) volgt:

.’135}.:%(& micdyl_Sﬁaéz_%JHEE)_F
(19b)

= =

i
+r.%—|“'9y35§.‘u3:—w e
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Deze waarde van u,7 in (16) gesubstitueerd, geeft:

(f:;::dﬁﬂ(—%mgf—]{tt — b L n+ v E)_
3 1y b,
(20)

5 i

2 2
— . D, . ! T

3 K be

!
Voulbie—1v'.

Het is mogelijk vergelijking (20) af te beelden in het u, &5 — u, =

vlak. Men vindt dan voor verschillende waarden van @, krom-

Fig. 13.

Amplitude der fluxcomponenten als functie van &,

by aanwezigheid der tweede subharmonische.

men als de gestreepstippelde krommen #~ O in fig. 13a, die in
de punten 7 en @ de ellips volgens (19a) voor u, # = O snijdt.
Voor het geval u,7 =0 levert (16) de getrokken kromme in

higuur (13a), voor welke kromme volgens (16) zal gelden:
dy =B, (o + iy B+ § 122) 1)

By variatie van u, 5 zal nu voor het geval dat b.v. &, = ¢,
achtereenvolgens worden doorloopen; de getrokken kromme

R. P:; de gestreepstipte kromme 7, 0,; de getrokken kromme
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@, S, (19b) geeft voor elk punt van de gestreepstipte krom-
men /7, ¢, de waarde van u,i7.

Nu is voor ieder punt der krommen A, S, de grootte van ¢
uit (15) te berekenen. Met behulp van de zoo gevonden
waarden van ¢, is het mogelijk het verloop der krommen:
p, s =f(); m iy =s() en u,b,=f(¢) te bepalen. Hiervoor
vindt men de krommen van figuur 13b; 13¢ en 13d.

Fig. 13a.

Uit een aantal van deze krommen voor verschillende waarden
van 4, en C kan men de gebieden in het (¢, d,)s respect. het
(¢, C)s, vlak bepalen, waarbinnen de tweede subharmonische
optreedt. Bij de aanname, dat aan de grenzen van deze gebieden

p, 2 =0 is, welke aanname berust op waarnemingen, kan men
den vorm der bedoelde gebieden op eenvoudiger wijze vinden.
£ P = )

Ca pﬂcft’ff.-f condslanl!

De grenzen van het gebied in het &,, ¢ vlak, waarbinnen
bij een aangenomen waarde van C de tweede subharmonische
kan optreden, worden gevonden door de snjpunten /7, en O,
van de ellips u, s = f(u, 52}!*3 y—o» die (19a) voor deze waarde
van C oplevert, met de krommen wu, s = f(u, &;), die (21) voor
verschillende waarden van &) oplevert, te bepalen.
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Met behulp van (15) is de grootte van ¢ in deze punten te
bepalen. Men komt zoodoende tot figuren als fig. 14, waar-
binnen het gearceerde gebied de tweede subharmonische kan
optreden.

Geliykalroomalerkle conslanl.

Hier gaat het dus om de grenzen van het gebied in het (', ¢
vlak, waarbinnen voor een bepaalde waarde van @, de tweede
subharmonische kan optreden.

do
ds

berekend gemeten
Kipgrens
7
N
193

é e

Fig. 14a. Fig. 14b.

Gebied, waarbinnen de tweede subharmonische optreedt,
indien ( constant wordt gehouden.

Men bepaalt hier de snijpunten /7, en ¢, van de kromme
w, 2 = f(uy0;), die (21) voor deze waarde van &, oplevert, met
de ellipsen pu, ::.:f(,uﬂ ‘5:);:3 o die (19a) voor de verschillende
waarden van ( geelt.

Uit de cotrdinaten der snijpunten en (15) is dan weer de
grootte van ¢ te berekenen. Ook hier gaf de berekening kwalitatief
een vri) goede overeenkomst met het experiment, zie fig. 15a

en 15b.
Is: 10" C—p, —3pu, 00— 3,7 —$p,2 -0, dan wvallen
I

de oplossingen voor m = + 1 en m = + 1 samen. (16) en (19)

gaan in dit geval over in:
v =Qu,b.pu, s,
dy =By (s + 380 + 5 p, 57 + 3 3 5) .
Uit de laatste vergelijking volgt:
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Verder is: fug+3pues=40"C— - 3u,8.

i /, ” :
Volgt: u, 7= *‘,_(;— + 208, — 1w C).

g d.
‘”_,_'?': I-](:Ijm ﬂ, _‘”I 5}””1'{5“-_ _u)
v :511,.'1 z’:'ﬂ(l; w C ) —5‘11,31,—“—)
,
# C
berekend gemeten

My

L3 3"

Fig. 15.

(Gebied, waarbinnen de tweede subharmonische optreedt,

indien @ constant wordt guhﬂudem

(22)
(23)

(29)

(24) kan reéele wortels 4, hebben, welke grafis te bepalen zijn.
Berekent men nu uit (22) en (23) de waarde van u,# en u,s
voor deze reéele wortels 4,, en uit (17) het verloop van é = £ (C)
voor de aldus gevonden positief reéele waarden van u, &, u, 7
en . z, dan komt men tot de gestreepte kromme in fig. 15 a.
By de waarnemingen werd bij corresponderende instellingen
(z1e gestreepte kromme fig. 15b) een afwijking in de periodiciteit
van het verschijnsel gevonden. De tweede subharmonische was
hier wel steeds aanwezig, maar er traden onregelmatige amplitude

veranderingen op.

Dit verschijnsel laat vermoeden, dat één der waarden van
m een stabiele oplossing geeft, de andere waarde van m niet.
Vallen beide oplossingen samen, dan kan men een afwijkend

gedrag van het circuit verwachten.




MEDEDEELINGEN

Afdeeling Technisch Wetenschappelijk Onderzoek van het
Koninklijk Instituut van Ingenieurs.

Deze afdeeling is op 31 Mei 1946 opgericht en bedoelt een verband te
leggen tusschen de ingenieurs van alle vakrichtingen en academici, die zich
met wetenschappelijk onderzoek op technisch gebied bezighouden. Daar
de physica als wetenschap hierbij een groote rol speelt, ligt het in de
bedoeling nauw samen te werken met de Sectie voor Toegepaste Natuur-
kunde van de Nederlandsche Natuurkundige Vereeniging.

Voorzitter van de commissie van voorbereiding was Prof. Dr H. B. Dorgelo,
de leden dezer commissie werden in het Bestuur verkozen, dat, nu onder

voorzitterschap wvan Prof. Ir J. Th. Thijsse, als volgt is samengesteld:

DrIrJ. G. W. Mulder, secretaris, (Floralaan 159 Eindhoven) Prof. Drlr
C. B. Biezeno, Prof.Ir].]J. Broeze, Ir C. Koning, Dr Ir W. J. Oosterkamp,
Ir J. L. van Soest.

Samenwerking Nederlandsch Radiogenootschap
en Nederlandsche Natuurkundige Vereeniging.

Sinds 1942 bestond er samenwerking, die betrof het gezamenlyk
houden van symposia, de wederzijdsche introductie op vergaderingen en
de reductie op wederzijdsche tijdschriften. Wat dit laatste betreft is, wegens
de hooge drukkosten, van beide zijden een reductie-vermindering toegepast
moeten worden, die voor de inteekenaren voor Mei 1946 gedurende dit
jaar nog niet geldt. Nieuwe inteekenaren, leden van het genootschap echter
krijgen het Ned. Tijdschrift voor Natuurkunde voor f7.50.

Daarnaast vindt ook nog een samenwerking plaats met de groep den
Haag van deze vereeniging; hierbij worden de convocaties dezer groep,
voorzoover voor het Gennntschap van belang, aan de leden tt}tgmﬂ:ﬂndem
die in of nabij den Haag wonen en worden de convocaties van de Haagsche
vergaderingen van het Genootschap aan de groep den Haag van de Ned.
Natuurkundigﬂ Vtrecniging verstrekt.

Samenwerking Nederlandsch Radiogenootschap en
Koninklijk Instituut van Ingenieurs afd. Electrotechniek.

Een samenwerking tusschen deze beide is voorbereid, waarop het Ge-
nootschap en de Afdeeling elkander zoo goed mogelijk op de hoogte houden
van de te beleggen vergaderingen, excursies en dergelijke en daarvoor elkaar

introductie verleenen.




