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1. Inleiding.

De hier te behandelen methode tot het bepalen van de
frequentie van vrije mechanische trillingen kan toegepast wor-
den op ingewikkelde elastische systemen, met willekeurige massa-
verdeeling. Ter wille van de overzichteljlkheid zullen we ons
echter beperken tot trillingen van rechte, voldoend ondersteun-
de staven, bezet met een eindig aantal puntvormige massa's.
De staaf zelf wordt daarbij massaloos gedacht.

2. De eigenschappen van een elastisch sysleem, de invloedsgelallen,
de alelling van Haxwell.

Belasten we een voldoend ondersteund elastisch systeem met
een kracht 7, dan zullen de verschillende punten van het sy-
zich verplaatsen. De versplaatsingen zijn daarbi evenredig met
de kracht /7 (Wet van Hooke).

Hadden we het systeem op een andere plaats belast met een
kracht @, dan zouden de verplaatsingen, die daardoor veroor-
zaakt werden, evenredig met O geweesl zijn. We kunnen ons
nu de vraag stellen, welke verplaatsingen de punten zullen onder-
gaan, wanneer de krachten /7 en O beide werken. Volgens de
wet der superpositie zullen deze verplaatsingen geljk zijn aan
de som van de verplaatsingen, door 7 en QO afzonderlijk opge-
wekt.

We beschouwen een staaf, die de eigenschap heeft, dat krachten
werkende in een bepaald vlak door de staal slechts verplaat-
sing in dat vlak teweeg brengen. In de meeste gevallen zijn voor
een staaf twee van dergeljke vlakken aan te wijzen; deze twee
vlakken staan loodrecht op elkaar.
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De trillingen van de staaf zullen &f in het ééne, of in het
andere vlak plaats vinden.

In fig. 1 is een staal geteekend, welke op 2 steunpunten rust.
Wanneer de staaf in een willekeurig punt ; belast is met een
éénheidskracht, loodrecht op de staaf, zj de verplaatsing van
cen ander willekeurig punt 7 2. Deze a,, de verplaatsing van
het punt 7 tengevolge van een éénheidskracht in het punt 7,
noemen we een invloedsgetal. Zijn bij een staaf, waarop we u
Punt&ﬂ: aﬂngegevlﬂn hEbbEﬂ. ﬂ].].ﬂ ?ﬂi inVlﬂEdSEEtallEn bE]{Eﬂd, daﬂ
kunnen we bij een gegeven laststelsel, aangrijpende in de #
punten de verplaatsing van elk van deze » punten bepalen.
Wordt de kracht, werkende op het j-de punt 7, genoemd, dan

. . o il
vinden we voor de zakking van het 7 -punt:

y,=2 Pja, (1)

J=1

Tusschen de verschillende invloedsgetallen bestaat nog de be-

fig.l

langrijke betrekking, de stelling van Maxwell, volgens welke:
= @, (2)

£ § i
3. Hel opotellen van de Irillingsvergelykingen.

Wanneer de staaf uit fig. 1 bezet is met # puntvormige massa's
(m,, m,...m, m,...m), kunnen we nagaan, welke harmonische
vrije trillingen deze staaf kan uitvoeren. Daar geen demping
aanwezig is, is te verwachten, dat de trillingen van de verschillende

massa's met elkaar in fase zjn. Voor de ; -massa geldt dan:
z, =08t (7=1...7), (3)
waarin 2, de momenteele waarde van de verplaatsing, 7. de

amplitude en @ de cirkelfrequentie voorstelt. De kracht noodig
om de massa deze beweging te laten uitvoeren is gelijk aan:
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m.s, = — W m .1 . coS wf(f=1...7%) (4)

en wordt op de massa uitgeoefend door de staaf. De staaf
ondervindt daardoor van de massa de tegengestelde kracht:

Po=—mz=wmycswt(j=1...n). (5)

Tengevolge van de krachten 7, wordt de verplaatsing van
de massa volgens verg. 1:

g =9 .::ﬂrmr—,?..PuJ.-m cos wt Zm. ;A Af=T1...n) (6)
f=1 ey
of na deeling door o’ cos wi”:
I " .
n,=3ma.n(E=1...n). (7)
I':-I'..'-'ﬂr I — - = HE
Deze #, in de grootheden #. homogene, vergelijkingen laten
slechts dian een van nul verschillende oplossing toe, wanneer
de determinant van de #°-orde, gevormd uit de coeflicienten,
nul is, dat wil zeggen, wanneer:

i
My — — W0 v v e v . My Ly
Ll
1
I ?;J:[a'_!l ;l’l:-'gflﬂg = T i m. owm W & g @ :IF-IFE;; ﬂﬂﬂ
- =
| o ~0 (8
! I
| ﬂg[r!ﬂ!l 'rl',;j“[_ﬂ'ﬂ' ;IEH{I## -Ilz
| m
t‘ LLJ L L] I
Verg. 8 stelt een 7 -machtsvergelijking voor in — .
@

4. Realiteil van de worltels van verg. §.

Door de rijen van de determinant van verg. 8 met V m,,
Vom,, V/?};H_ te vermenigvuldigen en de kolommen door
resp. 1/:-':; Vim,, ... V', te deelen, gaat deze over in een
seculalrw,rgelukmg, dadr de determinant dan — omdat a; =
a;; — ten opzichte van de diagonaal symmetrisch is geworden.
Zijn bjj een seculairvergelijking alle coefliciénten reéel, dan zijn
ook alle wortels reégel.

Het is echter eveneens van belang te weten, of de wortels

positief of negatief zijn, omdat een negatieve waarde van —

/)
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leidt tot een imaginaire waarde van w. Om na te gaan, of er
ook negatieve wortels kunnen optreden, schrijven we de deter-
minant van verg. 8 uit.

E A" | I\*-1
(_mz) +{m1ﬂrt+miaﬁz+---}(_ 2)

\

| Mame Moy

+

4 { | M, A, W, A,

‘ #'!1' EET ’?IE uEE |

mi’ u‘jﬂ ?”'}, a"%ﬂ

e S NN R = 0.

Kunnen we bewijzen dat alle in verg. 9 voorkomende onder-

determinanten positief zijn, dan heeft verg. 9 geen variaties

s I
dus geen positieve wortels van — — . Daar alle wortels reéel

W
zijn, zal + @  altijd positief zijn.
Omdat de massa’s alle positief zijn, behoeven we slechts te
bewijzen dat:

Lif A5 ik
Qi Ajj

aii > 0; >05 | oy af oz | > O enz..
1 (.IJI:‘ ﬂ}p‘"

Qs Opf kg

Nu is ay altijd positief, omdat «; de verplaatsing is van het
punt 7, door een éénheidskracht daar ter plaatse. Het zou nl.
onlogisch zijjn, dat een punt van de staaf, wanneer het punt
zelf belast wordt, zich tegen de richting van de kracht in zou
bewegen.

P Q

fig.2

Ondersteunen we de staaf (zie fig. 2) in het punt 7, waarbi
het steunpunt een kracht /7 op de staal zal uitoefenen en
plaatsen we in het punt ; een kracht O, zoo groot, dat de
doorbuiging daar ter plaatse r wordt, dan zal Q zeker positief
zijn. () is te bepalen uit:

Vi = P ay; + Qﬂ',}' =
Vi=Pai+Qay =1

(10)
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L;; O
di: 1
_;i"i' ﬂ"
g = e o 8 (11)
Uii Qi Aji Qi ‘
Aji Qi | Aji Gy

Q is positief, a; 1s positief, dus moet de noemerdeterminant
ook positief zin.

'I_____’,.--ﬂ

fig. 3

Zoo verder gaande plaatsen we de staaf in de punen 7 en
7 op vaste steunpunten en belasten haar in het punt & met
een kracht R, zoo groot, dat de doorbuiging daar ter plaatse
7 wordt. Evenals in verg. 10 en 11 vinden we voor dit geval:

i T L} 4 ":f

| r.IJ'_!' HJ}' .

B e (12)

Upi Qg Ok

R is positief, van de tellerdeterminant is zoo juist bewezen,
dat zij positief is, zoodat de noemerdeterminant ook positief
moet zijn. Zoo voortgaande is te bewijzen, dat alle symme-

trische onderdeterminanten positief zijn, zoodat alle wortels van

I ; g "
— uit verg. 8 en 9 positiet moeten zin.

W
Wanneer de steunpunten niet veerend zijn, kan ook bewezen

worden, dat de wortels verschillend zijn. Hiervoor z1j verwezen
naar de literatuur').

Resumeerende blijkt, dat verg. 8 uitsluitend positieve reéele
en verschillende wortels heeft, zoodat er » waarden w;
(=1 ... n) bestaan, waarbij aan de verg. 7 door van nul
verschillende waarden 7; wordt voldaan. Deze waarden van
wi, de eigenwaarden van het probleem, worden gerangschikt
naar hun grootte, zoo, dat o <w.<w;... <.

) C. B. Biezeno, Critical speeds of rotating shafts. Proceed. Nederl.
Akademie van Wetenschappen, Vol. XLIII, No. 9, 1940.
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5. Het bepalen van Je lrillingsvormen of eigenoplossingen.

Het bij de waarde w;" behoorende systeem van verplaatsingen
n; wordt met 9j;; aangeduid. Ter bepaling van 54 (7 = 1. . #) deelen
we verg. 7 door #z, zoodat uitgeschreven de volgende verge-
lijkingen ontstaan:

1 ??“{'? 1?.-&::

’F’zlﬂx-: = s _2. + ??EE”IE T + ..... m# al.’t— ] D
W Mk Nk
I ka2 &
M,y + |, Ay — —;) 0y oty T =5
W) 1]k Urs o (13)
& I &
M, Qyy + M, Oy i 1 AT (f,r.r,, Oyl — —:) a8 0
N : W) Nk

Dit zyn 7 niet homogene vergelijkingen met #—1 onbekenden,

Nka Wk

nl. =, ....
¥k Ny

determinant, gevormd uit de coéfficiénten en de bekende ter-

Zj) zijn afhankeljk, daar bljkens verg. 8 de

men, nul 1s. We kunnen dus één van de vergelijkingen ter zijde
stellen en met de n—1 vergelijkingen de #—1 onbekenden op-
lossen. Bekend =zijn dan de verhoudingen van de #:'s, zoodat
de 7:'s op een nader te bepalen evenredigheidsfactor bekend
zn. N (2 = I, ...7) noemen we een eigenoplossing. In de keuze
van den evenredigheidsfactor zijn we voorloopig vrij. Wordt
hij zoo gekozen, dat

< My ?J,IE,' = (l'!}

g =1

is, dan heet de oplossing s (7 = 1...%) genormeerd.
6. Orthogonalileil van de eigenoplossingen.

Een belangrijke eigenschap van de eigenoplossingen is hun
orthogonaliteit, welke wordt uitgedrukt door:

2w qe =0 (B F#£1) (15)

=1

Vullen we voor # de waarde in, bepaald door verg.7, dan
gaat verg. 15 over in:

F M n
2 . | -
D= wp £ 2 mimiag . (16)

1=1 i= 1. 7=1
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Substitueeren we echter de uit verg. 7 volgende waarden
van 2, dan krijgen we:

I'ill"-'jz

" n
2

Wi Nee Nie = m;_E 2> PTG iy N ig Nied (17}

1

i I=1 5=

De uitdrukkingen onder het 2 2-teeken in verg. 16 en 17
zijn aan elkaar gelijk, hetgeen onmiddellijk blijkt wanneer we
in het tweede lid van verg. 17 7 en j verwisselen en daarna,
gebruikmakende van de stelling van Maxwell a; = @;; stellen.

We vinden dus:

e b n b
| -y ¥ a
W & 2 My WL Qs M Mg = €O < E?”;'?Wjﬂfx Niki Nii (18)
f=1 f=1 fory =3
zoodat, wanneer wj # w;:

i M
2 Zmym;agngng =0 (19)

FEny ¥ie=3

Uit verg. 16 en 19 volgt daarna:

M

- 2 2
2 m; e = 0, voor wg Z wy ,

=1

dus blijkens § 4; voor £ £ /L
7. Convergenliebewys van de oude benaderingsmelhode.

Een algemeen gebruikelijke methode tot het bepalen van de
eerste (laagste) eigenwaarde is de volgende: Neem een wille-
keurige doorbuiging 7, van de staaf aan, d.w.z. neem een wil-
lekeurig stel waarden 7,; (7 = 1...#) aan voor de doorbuigingen
der massapunten #z; (f =1...%#) en laat in die punten in de
richting y,; krachten werken van de grootte »; y.; (amplitude
van de krachten, welke de massa’s op de staaf uitoefenen bj
w = 1). Noem de bij deze krachten optredende doorbuigingen
7.: en herhaal het proces zbdd6lang, totdat twee opeenvolgende
krommen 7,_, en y; gelijkvormig zijn. Het quotiént

it (20)

o

bepaalt de eerste eigenwaarde w; van o .

We zullen de juistheid van deze uitspraak nader onderzoe-
ken met behulp van de leer der eigenoplossingen. We analy-
seeren daartoe y, in de eigenoplossingen van de staaf, hetgeen
steeds mogeljk 1s, daar er # doorbuigingen 7,; en ook # lineair
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van elkaar onafhankelijke eigenoplossingen 7; zijin. Men kan
dus stellen:

Viz= @ Wap+ Bafap + ivn s iz B = Lo #h) (21)
Passen we het bovengenoemde proces nu op de doorbuigingen

Vi = ay ne (£ =1...n) — geleverd door den £”-term van boven-
staande ontwikkeling — toe, dan vindt men:

_}TE_: = E'm;- g Oy Wk (E' = F navi H} (22)

j=1
of, indien we gebruik maken van verg. 7:

_j.;fg; = ﬂ—i ki {E' = 1... '?I). (23)

ok

Daar y,; = 2 az s, levert het genoemde proces toegepast op y.;:

k=1

[ 4 (f - 2%
Vet = 3??1:'_*'_27}'2:"‘*'-..‘}' =
o, s (W

Op de voorgeschreven wijze verder gaande, vinden we ver-
volgens:

nei E=1...0) (24)

2 [ (¥ :
}’31 = 14 ?j!l..!. —I'" I:l‘ ??i.r. + ﬂ:; 1?;”' (E I ?i’)
o I m".‘ f-u”
= . @n 25
Fp—1,i 2 it ooy N T 2 (F—2) I (z=1...n) (
I 2 ::
E?I ﬁ? f??: -
Vg, i — P Nir + et Hat e are T ?Fﬂj(i! — R .i'E).
w’ (#—1) w’ (#—1) HU’ )

Daar w; met groeiende £ steeds grooter wordt, zullen, wanneer
2 groot genoeg is, de termen met de hoogere eigenoplossingen
zeer klein worden ten opzichte van den eersten term.

We kunnen dan schrijven:

a

Vo-rim——Nui(f=1...7)
4 RIEDR ‘
- ; ) * (26)
Vo, i ~ ﬁ]‘”‘3=]...?ﬂ, \
? 2= /
zoodat inderdaad bij groote p practisch gelijkvormigheid bereikt
ag i
is en bij) p =~ (omdat —. ﬁh%_ ) yoor p =~ naar nul conver-
a. wi £=1)

geert) absolute gelijkvormigheid wordt verkregen.
Tevens blijkt, dat verg. 20 voor p = ~ exact 1s en voor vol-



ITERATIEVE FREQUENTIE-BEPALING 105

doend groote waarde van p een bevredigende benaderingsop-
lossing geeft. In de meeste gevallen is het voldoende p = 3 te
nemen,

§. Niewwe benaderingsmelhode.,

Het is echter mogelijk reeds uit de waarden van 7.;en y.; o,
met zeer groote nauwkeurigheid te bepalen en wel uit:

:Z. ﬂ"r’j"u’,jjzf
@} ==t : (27)
2 1t Vo

Substitueeren we voor 7,; en 7,; de waarde uit verg. 21 en 24
in 27, dan vinden we, gebruik makende van de orthogonaliteit
en het genormeerd zijn van de eigenfuncties:

.2? ;z,y”ym = z W {ﬁ.’l Hri + Qs GaiF oo 0 8n -:jr,”-}

F=1

i a, @,
ST o Nei T e Nwi ¢ =

Ly (g L PY
ﬂi HE ?,.
- 2;}3,,; +—Em,ﬁ, —|—...—— Em Vi =
l‘.'-l'_]11'~—1 Wy 1=1 {QIIZI
s . O a,
I 3 b
= a + _2 + & & @ _'2- (28)
1)y & L)y

‘E?HI.}"“ - ‘Z'”*? Iﬂ:— i ‘|" 7_32: < n . {I_?; ?j'm'l —

o ;_ 1 ﬂJI {'{'}‘.E w_;-; {
2 =2
a, 7 Z a. 0 g Hu
=— 2Mini+— 2Miri+ .. Eﬁf; i =
(L), == (1, I=—T m” .
E‘Ii {I‘E ﬂﬂ
I bl M
(I (3 S (g
2 ﬂﬂ a? RE mﬂ aﬂ mg
” &ty 2 " 2 T e 1
‘Eﬁg.y, P —+_‘|_ ----- — I_l__. +- =1 —r
i Vi Vai 2 2 2 P 7 P 2
f—1 1y g CL) gy 2 fdy (O, dy Wy (30)
3 & & a® X & W, a, w;
% .Iﬂ. I 2 M - I M I
25 Y et O _; e o S
PEE Wy W, Dy a, , A, Wy

Deelen we teller en noemer van de laatste breuk uit verg. 30

. W
op elkaar en verwaarloozen we de termen, waarin —' (.-i =& v #5)
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in een zesde of hoogere macht voorkomt, dan gaat het laatste
lid van verg. 30 over in:

; a % a o @ ol
(. €D (i} €y (0
mf{I—E—{-—i(I— ;)+...a;—;(1;i;)}. (31)
: - ()

Verwaarloozen we bovendien de termen met £= 3...# omdat
2
w;

—, met £ zeer sterk afneemt (meestal ongeveer evenredig met

Wy
I
;{e‘*)' dan gaat verg. 31 weer over in:

= 2 2
2 I @y (W €y ~ g
mllI_'__g_g(I_‘ 2)}-:&11 , (32)
(y (D (i
a, w; w;
zoodat verg. 27 met een relatieve fout van ongeveer — — (I ——
“}2
bevredigd wordt. Nu zal — in een normaal geval ongeveer !/,
W,
a.
bedragen, terwijl — bij doelmatige keuze van y, niet grooter

a;
dan '/}, behoeft te zijn. De relatieve fout in w; zal dus in het
algemeen kleiner dan 0,1°/, zijn.

Willen we een nog grootere nauwkeurigheid bereiken, dan
construeeren we bovendien de kromme 7, en bepalen de eerste
eigenwaarde uit:

n

2 12 Voi Vs
L}

EUI:'

; (33)

ik 11

Me; Vo

T

waarby de optredende relatieve fout slechts ongeveer

f

3
(4 L2 P

— [I —ﬁ) bedraagt.

B W

a " i 2
&y W, .

- % F4

9. Hel bepalen van de hoogere eigenwaarde en eigenoplossingen.

Herhalen we het in §7 beschreven iteratieproces een vol-
doend aantal keeren en wel zooveel maal, tot twee opeenvol-
gende iteraties j,_, en ¥, gelijkvormig zijn, dan zal y, met 7,
geljkvormig zijn en kunnen we de genormeerde eigenfunctie
n:; uit 3, berekenen:
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S S, (34)
>m Vi

i=1

=

Bij een verstandige keuze van y, kunnen we meestal volstaan
met één keer het beschreven proces toe te passen (7 = 2).

We nemen nu een kromme #, aan en bepalen in de ontwik-
keling:

sy = 2atnult =1 ... %) (35)

——is o

de coéfficiént @,. Dit geschiedt naar analogie van de wijze,
waarop bij een functie de coéfliciénten van haar Fourierreeks-
ontwikkeling worden gevonden. We vermenigvuldigen dus beide
leden van verg. 35 met »; 1,; en sommeeren daarna de beide
leden over 7. Men vindt dan:

N i M ¢ i M
MUt = 2 Nei & WG CpNpi= 2 2 My Qg Niei Nai =

T i=1 k=1 =1 k=1

N

) .
M QR et Nai = S @ Z W N N (36)

I .-{':I =1

=

k

* b
Ty

=

Wegens de orthogonaliteit van #; en 5, (£ 1) wordt dit:

M
@; E Myt = 55

i=1

Bepalen we daarna een nieuwe functie #, uit:

: ”

Ui = Ugi — @y Nei = > Ak Nii (37)

k=2

dan zal deze functie in haar ontwikkeling naar de eigenoplos-
singen geen term met #,; bevatten. Op deze #, wordt het in
§ 7 aangegeven proces toegepast, waardoor een kromme #, ver-
kregen wordt. Door onnauwkeurigheid in de constructie of de
berekening van a, zal echter de eerste eigenfunctie voor een

zeker bedrag in #, zijn blijven steken en dus vermenigvuldigd

1 . . - . .
met den factor — in #, ingeslopen zijn. Evenals uit #, kan dit

(g
bedrag wederom uit #, verwijderd worden, waardoor een kromme

#, ontstaat, welke 7, niet bevat. We vinden nu evenals we in
§ 8 uit y, en 7, de eerste eigenwaarde vonden, uit #, en #, de
tweede eigenwaarde.




108 J. J. KOCH

" ) as s a2y

e Ml | TR g e
i=1 s w4 Wy z

b — = ﬁ!i ﬂi HE == g » {38)
2 M Moy e VU PP
f—1 m: m; m:

De tweede eigenoplossing wordt op een factor na meestal vol-
doende nauwkeurig door i, voorgesteld, nl. steeds dan, wanneer
u, en #, blijken ongeveer gelijkvormig te zijn. Laat deze gelijk-
vormigheid te wenschen over, dan kunnen we achtereenvolgens
u, u, ... its berekenen.

Tot het bepalen van de derde eigenwaarde gaan we uit van
een kromme 7,, die noch de eerste noch de tweede eigenoplos-
sing bevat, welke kromme analoog met #, bepaald wordt. Zoo
voortgaande zijn ook, zij het met aanmerkelijk meer rekenwerk
de hoogere eigenwaarden te bepalen.




TELEFONIEFILTERS EN DE INVLOED VAN
AFSLUITING EN VAN VERLIEZEN OP HUNNE
EIGENSCHAPPEN

door
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Naluurkundig Laboralorium der N. V. Philips
G loetlampen fabrieken, Eindbhoven — Holland

(Foordracht gebouden voor het Nederlandsch Radiogenoolschap
ap 15 Oclober fg*fj)

Samenvalling.

Er is een groot verschil in de wijze van behandelen van fil-
ters voor radio- resp. telefoniedoeleinden. Radiofilters bouwt
men gewoonlijk op als een samenstel van gekoppelde kringen,
terwijl telefoniefilters gewoonlijk worden berekend vanuit een
beschouwing over het oneindig lange filter. Men kan het tele-
foniefilter beschouwen als een kabel waarbij de continu ver-
deelde serie- en paralleladmittanties in discrete punten zin
geconcentreerd. Mathematisch gesproken komt dit neer op de
overgang van een differentiaalvergelijking naar een differentie-
vergeljking. Het gedrag van het eindige filter kan men be-
grijpen door uit de golfweerstand en de afsluitingsimpedanties
de reflecties der golven aan in- en uitgangszijde van het filter
na te gaan.

Onderstelt men, dat alle elementen van een netwerk zijn
behept met dezelfde verliesmaat k, dan is de invloed der ver-
liezen op de eigenschappen van het netwerk terug te voeren
op het mathematisch probleem van het bepalen van een functie
van complex argument, wanneer deze functie voor imaginair
argument gegeven is. De theorie der complexe functies leidt
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dan fot een aantal interpretaties, waarvan een drietal nader
onder oogen wordt gezien, met bijjzondere nadruk op de aan-
schouwelijke voorstelling daarvan.

De differentiaalvergelijkingen van Cauchy-Riemann leiden
fot de methode van de loodrechte afgeleide. Als tweede methode
leidt de differentiaalvergelijking van Laplace tot de moge-
ljkheid de demping en phase van een filter als functie van de
frequentie in de verliesmaat voor te stellen met behulp van
zeepvliesmodellen. De integraal van Cauchy tenslotte leidt
een interpretatie analoog aan de onscherpe afbeelding in de
optica.

Er bestaat, mel zekere beperking, een verband tusschen
demping en phase van een netwerk als functie van de frequen-
tie. Dit verband berust uiteindelijk op het oorzakelijk verband,
dat tusschen b.v. ingangs- en uitgangsspanning van een netwerk
bestaat.

Als voorbeeld van de gegeven beschouwingen wordt vooral
het laagdoorlatende filter van het grondtype, als prototype van
meer ingewikkelde filters, behandeld.

§ 1. Hel radio- en bhel lelefoniefiller.

Een electrisch filter heeft ten doel bepaalde gebieden uit het
frequentiegebied geheel of gedeeltelijk door te laten, andere
geheel of gedeeltelijk te dempen. Het merkwaardige is, dat
men bij het ontwikkelen van filters voor radiodoeleinden ge-
woonlijk gebruik maakt van een volkomen andere gedachten-
gang dan wanneer dit geschiedt voor toepassing op het tele-
foniegebied.

In de radio bestaat het eenvoudigste filter uit een enkele
afgestemde kring, die is opgebouwd uit een zelfinductie en een
capaciteit. Meer ingewikkelde filters kan men denken opge-
bouwd te zijn uit een samenstel van eenige afgestemde kringen
die door koppelelementen verbonden zijn. De mathematische
wijze van behandelen sluit onmiddellijk aan bij deze gedachten-
gang door van afzonderlijke afgestemde kringen uit te gaan(1).
Het is duideljk, dat deze wijze van behandelen nauw samen-
hangt met de successieve opbouw uit afzonderlijke elementen
of kringen. Zjj zal haar zin verliezen naarmate het filter inge-
wikkelder wordt. Dit beperkt dan ook het toepassingsgebied
in hoofdzaak tot de radio, waar men meestal eenvoudige filters

bezigt.
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In de telefonie volgt men een geheel andere gedachtengang,
door aan te sluiten bij de eigenschappen van de electrische
kabel. Men is daarmede in staat de eigenschappen van een
filter, bestaande uit een oneindig aantal identieke cellen, exact
af te leiden. De eigenschappen van het eindige filter bestaande
uit een gering aantal, bij voorbeeld twee tot zes, cellen zullen
daarvan des te meer afwijken, naarmate het aantal cellen ge-
ringer is. Ook deze afwijkingen zijn echter in rekening te
brengen. Deze methode zal haar zin verliezen naarmate het
filter eenvoudiger wordt. Het toepassingsgebied is dan ook in
hoofdzaak beperkt tot de telefonie, en wel in het bijzonder tot
de draaggolftelefonie, waar men over het algemeen zeer samen-
gestelde en relatief breede filters bezigt.

Wjj zullen eerst de gedachtengang uiteenzetten, die het filter-
probleem terug brengt tot een variant van het kabelprobleem.
Dit leidt dan tevens tot een formuleering van de invloed van
de eindige lengte van het filter. Tenslotte zullen wij dieper
ingaan op de invloed, die de verliezen der onderdeelen uitoefe-
nen op het gedrag van electrische nefwerken.

§ 2. Hel lelefoniefilter als discrete kabel.

De voortplanting van stroom en spanning door een kabel
kan men voorstellen als de voortplanting van een electrische

i(5-ds) i(s) i{s+ds)

—_—— e oy

wwwiwwwi«ww
' 2ds

ft’s}—f:’swdsji él"ds Fasé I:{s,}—.r{si-da:'

T

ds_ij

} M

Fig. 1.
Schematische voorstelling van de continue kabel.

golf. Deze voortplanting kan men karakteriseeren door een
voortplantingsconstante, die bestaat uit een regel deel. dat de
verandering van de amplilude per lengte-eenheid van de kabel
(de demping) en uit een imaginair deel, dat de phaseverandering
van de golf per lengteeenheid van de kabel aangeeft. Deze
phaseverandering hangt onmiddellijk samen met de voortplan-
tingssnelheid van de golf langs de kabel.
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De spanningsval langs de kabel ontstaat door de spannings-
val langs de serieimpedantie van de kabel. De stroomverande-
ring langs de kabel ontstaat door de lekstroomen langs de
paralleladmittantie van de kabel.

Noemen wij de serieimpedantie per lengteeenheid Z, de pa-
ralleladmittantie per lengte eenheid V, dan verkrijgen wi voor
de som der spanningen in de maas ABCDA (fig. 1)

— (s —ds) + 22 (s) — 7 (s + ds)
Vds

of, wanneer wij voor de continue kabel tot de limiet ds =0

+i(s) Zds =0

overgaarn,

d’1
- V7i . 1
ds’ &

Hiervan luidt een oplossing
i(5) = ;'(.-:,:-}f— LV VZ.s = #(0)e — G5 = #(0)e — (a4 78)s ),

waarin de voortplantingsconstante @ de som is van een redel
gedeelte, de demping a, en een imaginair gedeelte, de phase-
draaiing f, beide per lengteeenheid van de kabel.

In het eenvoudigste geval, dat de serieimpedantie van de
kabel zuiver inductief en de paralleladmittantie zuiver capa-
citief is, wordt Z = jwL en YV = jwC(, zoodat

by iy eV e (3)

en dus

De demping a is dus nul, de phasedraaiing f recht even-
redig met de frequentie. Demping treedt eerst op wanneer byv.
de zelfinductie een serieweerstand vertoont.

Denkt men zich meer algemeen de serieimpedantie en de
paralleladmittantie te bestaan uit willekeurige verliesvrije im-
pedanties dan blijft de voortplantingsconstante imaginair. Hel
continue verliesvrije medium vertoonl Jus nimmer bhel oplreden van
Jempingsgebieden. Wij gebruiken hier het woord medium, omdat
de geldigheid van de stelling niet tot de kabel is beperkt, doch
meer algemeen van kracht is voor eenig medium, waarin zich
een golf voortplant.

Wij gaan thans over tot het filter, dat wij ons denken op-
gebouwd uit een oneindig aantal onderling gelijke cellen. Wy
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moeten nu in aanmerking nemen, dat de limietovergang naar
oneindig kleine afstanden, die wij hierboven toepasten, niet meer
is geoorloofd. Serieimpedantie en paralleladmittantie zijn nu
in discrete punten geconcentreerd. Wi stuiten als het ware op

de atomistiek van de kabel.
In de maas ABCDA (fig. 2) geldt nu

—;;'(.s‘—d-f)‘l‘33‘(5)_z.(5+4,‘r2+3'(5)2d3=0 .

YVds

hetgeen wij kunnen schrijven als
At .
—=YZr, )
4s

o . + :
waarbij F het tweede Jdifferentiequotiént van 7 naar s voor-
s

stelt (2). Hiermede is dus, in navolging van van der Pol(2),
het gedrag van het filter gekarakteriseerd door een differentie-
vergeljking. Een oplossing hiervan, naar men door substitutie
gemakkeljk kan verifieeren, luidt:

25 L ol 5
S & y! e .
)= Haje— B3 1rsinh ( 5 { .r) (5)

i(5-485) I(S) KS+48)

—_—e | —

Fig. 2.
Schematische voorstelling van de discrete kabel (het filter).

Wi merken allereerst op, dat voor zeer kleine 4 s de functie

7 VZ

arsinh A .!r) te vervangen is door het argument, waar-

door de vergelijking (5) in de oplossing (2) van het continue
probleem overgaat.

Het staat ons nog vri) de lengtemaat s te definieeren. Wi
kiezen als lengte van één sectie 45 =1 en noemen de lengte-
maat s vervolgens # ter onderstreping van het feit, dat deze

grootheid slechts discrete waarden aanneemt. De vergelijking
(5) wordt dan
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— 2n arsink ]/}:f

i(n) = ifo)e (6)

In het eenvoudigste geval Z = jwL en V = jwC wordt nu

) i L& . : EE
. . _— )t ol ; = =
I(?E) = ifo)e 2n arsink jo ]/ T =il 27 arcsin w l/ —

: . . (7)
= i(0) e — 27n e ifo) e ayf)n '
_ LC : :
FeRBRn SR wagTin. 4 on p resp. demping en phase-

draaiing per cel uitdrukken. Voor a en f vinden wij dus de
vergelijking

p

LW . a4+ 7, ;5 O . &
] — = sink JP = Sinl — cos — + j cos/ —.s'mE,
€, 2 2 2 2 2

Het reéele deel moet gelijk nul zijn. Dit kan in de eerste plaats
wanneer a = ¢, dan wordt
@ p

, . W
—_— = I — = 2 aresin — .
= E’ﬁ ?E-'J: (3)

Dit kan bljkbaar alleen gelden voor frequenties @ kleiner dan

w,. Dit verleent w, = ]/;1_”5_ de beteekenis van een grensfrequentie.

~

De tweede mogelijjkheid is f =z, dan wordt

w a w
= cosh—,a=2arcosh — (9)
w, 2 ,

Dit kan blijkbaar alleen gelden voor frequenties w grooter dan
@,. Voor frequenties w beneden de grensfrequentie w, is dus,
evenals bij de ideale kabel, de demping identiek nul, de phase
loopt aanvankelijk lineair, later steiler op, totdat zij bij de
grensirequentie de waarde a bereikt. Deze waarde blijft voor
hoogere frequenties behouden, nu begint de demping echter
abrupt op te loopen (fig. 3). De overgang van Je conlinue naar
de discrele kabel heeft geleid lot het oplreden van een dempingsband
boven de frequentie w,. Wij spreken van een laagdoorlatend fil-
ter van het grondtype. Voor zeer lage frequenties gaat de
vergeljking (7) voor het laagdoorlatend filter over in die voor
de continue kabel. De argelooze onderzoeker, die, gewapend
met lage frequenties, dit filter zou bestudeeren, zou geen onder-
scheid met de continue kabel constateeren, de atomistiek zou
aan hem voorbijgaan. Eerst wanneer hij hoogere frequenties
bezigt, komt deze atomistiek tot uiting, aanvankelijk in het
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sneller dan lineair oploopen van de phase, vervolgens in het
optreden van demping en het verder constant blijven van de
phase. Bij de grensfrequentie is de phasedraaiing per cel 7, de
golflengte langs het filter is dan dus geljk aan de lengte van

3 - Neper
demping @ per cel
2
I
ﬂ L L ""-1—;
a
— ==
i
- P
":-H" -‘-.'-.-
:; Radialen —
5 o
Phasedraaiing @ per cef o '
5 l fd;fK L L
rr
R & C 4
£
o
i Le e
iy R cT R
——— GCorpduceerds Fraguentic =@
o I I I L 1 | . | 1=l 1
0 G5 ! ] 2 2.5

Fig. 3.
Demping (boven) en phasedraaiing (onder) per cel van het laagdoor-
latende filter van het grt}ndi_}'pﬂ als functie van de frequentie.

afgesloten met de golfweerstand.

——————— één cel aan beide zijden afgesloten met een con-
stante weerstand & = l.//i._f

---------------- twee cellen aan beide ziden afgesloten met een

constante weerstand N = l/f.:"-. i

twee cellen. Dit leidt tot de formuleering, dat de atomistiek
zich eerst doet gelden voor die golven, waarvan de golflengte
niet meer groot is ten opzichte van de lengte der cellen.
Bezien wij de formule (6) nog eens in haar algemeenheid,
dan constateeren wij, dat voor een ideaal filter (waarvoor V
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en Z zuiver imaginaire grootheden zijn) de grootheid VZ/4 steeds
zuiver reéel is.
Uit de vergeljking
Yz = sink ( 2 +‘;ﬂ) : p
2 27

Fo

= SNt — cos — + jeosh — Sin 2 (10)
2 2n 2n 2%

valt dan eenvoudig af te leiden, dat voor waarden — 1 < V214 <o
een doorlatingsgebied (a =0, f £ 0), voor de overige waarden
een dempingsgebied ontstaat (a £ o, § een geheel veelvoud van x).
We zien dus, dal bel samenklonteren van de continue verdeelde
seriecmpedantiecs en paralleladmittanties van een kabel lot de discrele
derietmpedanlies en paralleladmillanties van een filler leidt ot bet
oplreden van één of meerdere dempings- of absorplicbanden.

Het behoeft ons niet te verwonderen dat geheel analoge
verschijnselen bijv. optreden bij het voortplanten wvan golven
door materie. De atomaire opbouw der materie heeft op de
golfvoortplanting een invloed die volkomen analoog is aan die
van de discrete opbouw van de kabel. Wordt, voor zeer hooge
frequenties, de golflengte kleiner dan tweemaal de roosteraf-
stand der atomen, of de afstand van deeltjes in een poeder-
vormige massa, dan freden op een zelfde wijze als hier be-
schreven, dempingsverschijnselen op.

§ 3. Hel eindige filler als eindig medium.

Willen wij de eigenschappen leeren kennen van het eindige
filter, dat slechts uit enkele cellen bestaat, dan moeten wij deze
eindigheid interpreteeren in de hierboven ontwikkelde voorstel-
ling van de golfvoortplanting. Daartoe moeten wij het medium
waarin de voortplanting plaats vindt, hetzij de continue dan
wel de discrete kabel, behalve door de voortplantingsconstante
kenschetsen door een tweede grootheid: de golfweersland. Deze
golfweerstand Z, op een bepaald punt in een oneindig lange
kabel is per definitie de verhouding tusschen spanning en stroom
in dat punt

B a1)
Plant zich een golf van één medium naar een ander medium
met andere golfweerstand voort, dan is aan beide zijden van
het grensvlak de golfweerstand, dus de verhouding tusschen
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stroom en spanning, verschillend. Aan de grensvoorwaarden,
dat stroom en spanning geen sprong mogen vertoonen, kan dus
niet worden voldaan.

Nemen wij echter vanuit het grensvlak tevens een terugloo-
pende golf aan, dan kunnen wij wel aan de grensvoorwaarden
voldoen. Aan de overgang van twee media met verschillende

Zj § —+=Zsi Zy ~— %zu

e e
=1 ———t——x
= _=: R — =
go—=—— _ 1 o

Fig. 4.
Analogie tusschen het eindige filter en de golfvoortplanting door ver-
schillende media.
Boven : Filter met ingangs- en uitgangsimpedantie resp. Zs en Zru en
afsluitimpedanties resp. 2z en Zu.
Beneden: Stralengang bij voortplanting van een golf wvanuit medium 7/
via medium / naar medium /. Voor de duidelijkheid zijn de

stralen onder een kleine hoek met de horizontale lijn geteekend.

golfweerstand treedt dus een gereflecteerde golf op. De mate
van reflectie wordt uitsluitend bepaald door de verhouding
der beide golfweerstanden en niet door de wvoortplantings-
constante. ')

Wanneer wij nu de eigenschappen willen leeren kennen van
het eindige filtersegment, moeten wij dit aldus formuleeren, dat
het segment aan beide zijden niet meer met de golfweerstand

') In de optica schrijft men dikwijls reflectie aan de grens van twee
media toe aan het verschil in brekingsindex #. Dit is principieel gesproken
onjuist. De brekingsindex » = V@ komt overeen met de voortplantings-
constante, hierin stelt ¢ de diélectrische constante, 4 de magnetische per-
meabiliteit voor. De grootheid # bepaalt wel de voortplantingssnelheid
doch niet de reflectic. Deze reflectie wordt bepaald door de golfweerstand

Zr = F-:: Aangezien echter bij optische media de magnetische permeabi-

liteit practisch gelijk 1 is, kan men straffeloos de brekingsindex voor de
reflectie verantwoordelijk stellen.
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doch met andere impedanties is afgesloten. Het geldt hier dus
de behandeling van een golf, die zich van het medium 7 (fig. 4)
(de ingangsimpedantie) via het medium 7 (het filter) naar het
medium / (de uitgangsimpedantie) voortplant.

Zooals fig. 4 doet zien, belandt in het medium U niet alleen
de door twee reflecties verzwakte directe golf, doch eveneens
een groep golven, die 2, 4.,... enz. reflecties hebben onder-
gaan. Deze bijdrage tot de demping, die al naar de phase zoo-
wel positief als negatief kan zijn, pleegt men als interferentie-
verlies (interaction loss) te betitelen ).

Het 1s duideljk, dat deze wijze van interpretatie physisch
allengs haar aanschouwelijkheid verliest, wanneer de verschil-
lende gereflecteerde golven niet als afzonderlijke na elkaar
komende verschijnselen zijn waar te nemen. Mathematisch blijft
de methode natuurljk altijd wvan kracht (3), zelfs al zou het
filtersegment slechts uit drie of zelfs twee impedanties bestaan.

In vele gevallen heeft het echter zin de afzonderlijke golven
ook mathematisch niet afzonderlijjk tot uitdrukking te brengen.
De wvierpooltheorie levert ons dan, indien wij de effectieve
voortplantingsconstante 7 = @ + 74 en de voortplantingscon-
stante voor het oneindige filter ® = a + 7§ noemen, de volgende

formule .
el = cosh @ + 1 Zr = [?' sink 6 . (12)
= e Zr

Hierin zijn filter en afsluitweerstand aan in- en uitgangszijde
symmetrisch ondersteld en i1s Z;=Z2,=R en Z;= Zs, = Z; ge-
noemd. Wijj laten de behandeling van het meer algemeene ge-
val, dat in- en uitgangszijde niet symmetrisch zijn, achterwege.
Blijkbaar wordt 7' = @ voor 2, = K.

Wij zullen dit resultaat nu toepassen op het reeds genoemde
laagdoorlatende filter. Voor één cel van dit filter (fig. 3) geldt,

wanneer wi) ¥ = w/w, als gereduceerde frequentieinvoeren, volgens (7)

., 0w :
e e TR 13
Stnft T ) jx (13)

') In de optica treedt een zeer analoog gedrag op bij het etalon. Dit
intﬂrfﬂrEntiE-apparaat van hﬂng ﬂPlGSE‘-End vermogen bestaat uit twee even-
wijdige halfdoorlatende zilveren spiegels. De herhaalde reflecties bepalen
hier op soortgelijke wijze een versterken resp. uitdooven van de primaire
lichtstraal.
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en dus sink @ = 2 jx l.-’fl -z |

(14)

en cosh @ =1—2x".

Voor het bepalen van de golfweerstand moeten wij eerst uit-
maken op welke punten wij de coupures in cellen willen aan-
brengen. Wi kiezen als voorbeeld de coupure in het midden
van de serieimpedantie (7-cel). De filtertheorie geeft voor de
golfweerstand de volgende uitdrukking (4)

Zi ],f ----- V1 - 2. (15)

L
Hierin stelt VC. de golfweerstand voor, die de overeenkomstige

continue kabel zou bezitten. De factor ]x‘JI — 2" is aan de atomis-
tiek te danken, zij bewerkstelligt dat Z, slechts voor <1
reéel is en daarboven imaginair wordt. Slechts voor frequenties
beneden de grensfrequentie kan het filter dus aan de ingangs-
zijde energie opnemen (doorlaatband),

Kiezen wij als afsluitimpedantie een constante weerstand,

dan is het duideljk, dat het filter slechts voor één frequentie
i

goed kan worden afgesloten. Kiezen wi & =l Vo dan 1s dit

dus slechts voor de frequentie nul het geval. Slechts voor deze

frequentie blijjven demping en phase onveranderd, overal elders

worden zij gewijzigd. Combinatie van de vergelijkingen (12),

(14) en (15) leidt tot ')

a = In 1..-';1 -+ 2 neper = 10 log (1 + ;::‘E) ab

P 16
b = arctg 'E—(% :f— ‘ (10}
I — 2%
Voor een filtersegment bestaande uit #vee 7-cellen vinden wij
op soortgelijke wijze voor demping en phase per cel

/ 8 0
a=%In J1+42 + 16 % — 162"

o + 17
b =% arctg o jf X z;r_) : \ (i
I — 82 + 8x

Zooals fig. 3 doet zien, wijken de eigenschappen van een
segment bestaande uit één cel, aan beide zijden afgesloten op

') Op deze formules werd schrijver gewezen door It H. van de Weg
van dit laboratorium.
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de aangegeven wijze, nog tameljk veel af van die van het
oneindige filter. Van twee cellen zijn de afwijkingen reeds aan-
merkelijk geringer. Voor een nog grooter aantal cellen zijn,
behalve voor de grensfrequentie zelve, de afwijkingen geleidelijk
te verwaarloozen klein. Dat by de grensfrequentie de grootste
atwykingen optreden, behoeft ons niet te verwonderen, de fil-
terimpedantie immers wordt hier volgens 15) gelijk nul, zoodat
de reflectiecoéfliciénten een maximum bereiken.

§ 4. De invloed der verliezen.

De berekening van de eigenschappen van filters is een nete-
lige zaak. Eenerzijds moet men, om tot numeriecke gegevens te
geraken, de moeizame weg der vlijtige berekening bewandelen.
Anderzijds wil men toch, los van een dergelijke gedetailleerde
berekening, een globaal inzicht verkrijgen in de invloed van de
verschillende factoren, die hierbij een rol spelen. Dit treft wel
het meeste bij de invloed, die de verliezen der afzonderljke
elementen op de gedragingen van het uiteindeljjke filter uitoefenen.

Veronderstelt men namelijk, dat deze elementen vrij van ver-
liezen zijn, dan kan men met de bekende numerieke en graphi-

-—fﬁ‘ﬁtﬁ‘ﬁ% —f'ﬁtﬁ%‘b‘ﬂj“—ﬂnﬁﬂ% 2)
3:_]'&.“’. E-.—E-t-_,.fm.[

I
5 4

G

=L —
Y= jwC Y=G+jwC 41389
Fig. §.

Vervangingﬁschﬂma van de ideale (links) en de actueele elementen {rl:-i:hf.s):

a) de actueele zelfinductie is te beschouwen als een ideale zelfinductie
L in serie met een reéele weerstand A,

b) de actueele capaciteit is te beschouwen als een ideale capaciteit C

parallel aan een reéele afleiding ©.

sche methoden betrekkelijk snel tot een resultaat geraken. In
dit resultaat is de invloed der verliezen mathematisch welis-
waar op eenvoudige wijze te verdisconteeren, de numerieke uit-
werking echter wordt buitengewoon omslachtig.

We zullen nu laten zien, dat men op basis van een vereen-
voudigende onderstelling, eenige zeer algemeene betrekkingen
kan afleiden, die bovendien een aanschouwelijke interpretatie
toelaten 5).
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De ideale zelfinductie heeft een zuiver imaginaire impedantie,
die van de actueele zelfinductie is complex. Deze complexe
impedantie kunnen wij voorstellen als een verliesweerstand A&
in serie met de zelfinductie Z (fig. 5). De impedantie wizigt
zich dus als volgt:

Z=jowlL-+R+jowl. (18)

Op dezelfde wijze kunnen wij de verliezen van een condensator
voorstellen door een parallelweerstand over de condensator.
De admittantie wijzigt zich dan als volgt

V=jolC->GC+joC, (19)

waarin G de geleiding van de verliesweerstand voorstelt.
Wi schrijven de formules (18) en (19) nuin de volgende vorm

: SR :
Z=E+jmﬂr=(%+]r¢;)L=(Q+}fﬁ)L

—

c (20)
¥ = G—l—ijz(?i +jw) C=@+rw)C

De overgang van de ideale naar de actueele spoel komt dus,
met behoud van de oorspronkelijke zelfinductie, neer op het
vervangen van de imaginaire grootheid ;7w door de complexe
grootheid p + 7 w. Hierin stelt o = R/L de verliesmaalvan de spoel
voor. Op dezelfde wijze komt de overgang van de ideale naar
de actueele condensator, met behoud van de oorspronkelijke capa-
citeit, neer op het vervangen van de grootheid jw door y + o,
warin y = G/C de verliesmaal van Je condensalor voorstelt.

De vereenvoudigende veronderstelling, die wi nu invoeren,
is, dat de verliesmaten van alle spoelen en condensatoren in
het netwerk aan elkaar gelijk zijn. Deze verliesmaat noemen wi
k. Aan deze veronderstelling is gewoonlijk niet voldaan. Ge-
meenlijk zijn weliswaar de verliesmaten der spoelen onderling
gelijk en evenzoo die der condensatoren, doch is de verliesmaat
der spoelen aanmerkelijk grooter dan die der condensatoren.
Men kan echter bewijzen dat men in dat geval voor # het gemid-
delde van o en y moet nemen en dat een kleine correctie in de
frequentie moet worden ingevoerd, die echter in de meeste gevallen
is te verwaarloozen. Wij onderstellen voorts, dat £ en G in het
beschouwde frequentiegebied niet van de frequentie athangen.

Baseeren wij ons nu op de grootheid £ = ¢ = 7, dan kunnen
wi) de volgende conclusie trekken:
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Zyn van een ideaal nelwerk Jde elgenschappen als functie van Je
Srequentie en van de waarden Jer onderscheidene zelfinduclies en ca-
pacileiten bekend, dan volgen Jaaruit onmiddellyk de eigenschappen
van bel aclueele netwerk, dat mel verliezen bebept is, door in de for-
mules de imaginaire grootheid j w door Je complexe grootheid F + Jw
le vervangen.

Wordt dus een eigenschap van het ideale nelwerk voorgesteld door
een analylische funclie van bel arqgument j w, die wy f(7 w) willen
noemen, dan wordl deze zelfde etgenschap voor het actueele nelwerk
voorgesleld door dezelfde funclie van het complexe argumenl k + j w,
dus door f(k + j w).

Het filtertechnische probleem van het bepalen van de invloed
der verliezen op de eigenschappen van een netwerk is hiermede
dus teruggebracht tot het mathematische probleem van hef be-
palen van de waarden van een complexe functie / voor com-
plex argument £ + j @, wanneer de waarden voor imaginair argu-
ment ;@ bekend zijn.

Dit probleem, waarvan de oplossing in de theorie der com-
plexe functies is gegeven, zullen wij nu nader onder oogen zien.
We zullen daarbij komen tot een viertal formuleeringen, waar-
van wij er drie nader zullen behandelen en waarbij wij de nadruk
zooveel mogelijk op de aanschouwelijke interpretatie van de
mathematische formuleering zullen leggen.

De relaties, die wij daarbij zullen afleiden, zijn uit de aard
der zaak niet beperkt tot de toepassing op electrische netwerken,
zi) gelden voor alle lineaire systemen die als functie van de tiyd
veranderingen ondergaan, dus bijv. ook voor mechanische sy-
stemen.

8 5. De methode van de loodrechle afgeleide.

Voor een eigenschap van het netwerk, die wij door de functie
J voorstelden, kiezen wij de voortplantingsconstante @ = a + 7 8.

Er geldt dus
JE+jw)y=a+ jp (21)

Voor een dergelijke complexe functie geldt, hetgeen men door
differentieeren naar # resp. w gemakkelijk kan verificeren

da odpf

E’P.{’_ﬁw !
’ 22
g _ -2 (22)

o 4 d o
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Dit zijn de bekende differentiaalvergelijkingen van Cauchy-
Riemann uit de theorie der functies van een complexe ver-
anderlijke. Om ons hiervan een aanschouwelijk beeld te ma-
ken, denken we ons a en f als twee oppervlakken, die een
functie zijn van de cotrdinaten # en w. De relaties (22) be-
teekenen, dat in twee overeenkomstige punten van de beide op-
pervlakken de helling van het oppervlak @ in de £-richting ge-
lijk is aan de helling van het oppervlak f in de w-richting.
Evenzoo is de helling van het oppervlak f in de #4-richting ge-
lijk aan de helling van het oppervlak a in de w-richting, doch
met het negatieve teeken. In het bijzondere geval dat ons thans
interesseert, kennen wij van de beide oppervlakken slechts de
waarde op de w-as d.w.z. voor een verliesmaat £=o0. Wi
wenschen de waarde van de oppervlakken te leeren kennen
voor een waarde £, die een weinig van 0 afwipkt. De verge-
lijkingen (22) leeren ons nu, dat de gezochle verandering van a
met £ gelijk is aan de bekend veronderstelde verandering van f3
met @ en evenzoo dat de gezochle verandering van f met £
gelijk is aan de bekend veronderstelde verandering van a met
w, echter met het negatieve teeken. De vergelijkingen (22) druk-
ken dus relaties uit tusschen afgeleiden van de oppervlakken
a en [, die zijn genomen in loodrecht op elkaar staande rich-
tingen.

Door Taylorontwikkeling vinden wij: ')

a(h o) =a(o )+ #2220 4 (0,0) + 4 %£22)
8f (0, w) 38 (0, w) \ (23)
: = » _"Ir .D' st w) — ; 2
B (&, w)=f (0, w) + 4 Y’ =f(0, w)— £ B

De ,methode der loodrechte afgeleide” stelt ons dus in staat
uit de bekende waarden van @ en f op de w-as (£=0) de
waarden in de onmiddellike nabijheid daarvan (£ 3£ 0) af te
leiden. Wij zullen dit nu aan eenige voorbeelden toelichten.

Als eerste voorbeeld nemen wij weer het laagdoorlatende
filter van het grondtype (fig. 6). Om de invloed der verliezen
op de demping te bepalen moeten wij dus het verloop van
f(w) in oogenschouw nemen. Voor lage frequenties loopt f

' De eerste aanduiding van deze relatie is te vinden by H. F.
Mayer 6); E. A. Guillemin 7) wees er op, dat de relaties berusten
op de theorie der complexe functies.
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Geteekende modellen van de demping a (4, w) (boven) en de phase

pi(#, @) (onder) van het laagdoorlatende filter van het grondtype.

De

modellen gelden bij benadering ook voor een smal banddoor-

latend filter van het grondtype wanneer by alle frequenties de ge-

middelde frequentie w_ van het doorlaatgebied wordt opgeteld.

De streeplyn geeft de waarde £=o0.s w® de stippellyn de waarde £=o0.05 @_aan.
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— —————— —

nagenoeg lineair op, de helling is constant, de verliesmaat £
veroorzaakt dus een conslanle demping van het filter in het lage
doorlaatgebied. Deze demping stijgt, naarmate de frequentie
dichter bij de grensfrequentie komt, gezien de grootere helling
van B (w) in dat gebied. In het dempingsgebied echter wordt f
plotseling constant. Hier heeft dus de verliesmaat in eerste
benadering geen toename van de demping tengevolge.

Wat de invloed der verliezen op de phasedraaiing f betreft,
beginnen wij met te constateeren, dat in het doorlaatgebied a
constant is (en wel nul). Hier oelenen de verliezen dus in eerste
benadering geen invloed uit op de phasedraaiing. Deze invloed
begint eerst abrupt boven de grensfrequentie en vermindert
dan geleideljk. Door het negatieve teeken in de formule (22)
daalt f onder invloed van 4.

De constante toename van de demping in het doorlaatgebied
is een belangrijke grootheid. Wi kunnen deze gemakkeljk in
quantitatieve vorm brengen. Voor de afgeleide van § geldt in
het lage doorlaatgebied

ﬁrz

dep o,

Onderstellen wij, dat de verliesmaat der condensatoren is te
verwaarloozen, dan geldt # = p/2 en derhalve

d R
k o & Neper/cel (24)

TR T w, L

De demping is dus omgekeerd evenredig met de breedte van
he. alter.

Als tweede voorbeeld noemen wij het bandfilter van het
grondtype. Dit is gewoonlijk met goede benadering te beschrij-
ven als een verschoven laagdoorlatend filter, waarbij de groot-
heid w, overgaat in de geheele of halve breedte van het band-
hlter., Voor een filter van constante breedte wordt dus de
demping in het doorlaatgebied bepaald door de verliesmaat der
spoelen en condensatoren, onafhankelijk van de ligging van dit
doorlaatgebied in de frequentieband. Dit is de reden, waarom
wi) voor zulke filters de spoelen liever karakteriseeren met de
verliesmaat 9 = R/L dan met de veel gebruikte kwaliteit O = w/Z/R.
Ook voor bandfilters geldt algemeen, dat de demping omgekeerd
evenredig is met de breedte van het filter.
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§ 6. De melbode van bel viiesmodel.

Differentieeren van de vergeljkingen (22) naar 4# en w leidt
tot de volgende uitdrukkingen

’a da '
+—=0

0 dw
‘ (25)

| aﬂ:
0,8
ok dew

Dit zijn de bekende differentiaalvergelijkingen van Laplace
die een voorwaarde aan de oppervlakken a (£, w) resp. f (£, )
opleggen.

De vergelijking doet denken aan de differentiaalvergelijking
van het z.z. minimaal oppervlak, waarvan het klassieke voor-

beeld het zeepvlies is. Deze vergelijking luidt

f 2" w!?- -‘3 ) e a
:1+(ﬁi l%—zﬁl.aﬂ. LH+|1~|r(_ﬁ—"])Hﬂ;=m (26)
| dw | | ok M dw o | o0 | | v

\ ;

Kiezen wij de hellingen da/04 en da/dw klein, dan gaat de ver-
gelijking in die van Laplace over. Foor zulke kleine bellingen
kan men Jdus een oppervlak, Jdal meel voldoen aan de differentiaal-
vergelijking van Laplace, mel voldoende benadering voorslellen Joor
een zeepolies. Ook mag men het oppervlak voorstellen door een
elastisch membraan bijv. een rubbermembraan dat voor kleine
hellingen door dezelfde vergelijking wordt benaderd 8). Dit leidt
ons dus tot de volgende aanschouwelijke voorstelling. Kent men
bijv. de demping a langs één of andere contour, ') dan kunnen
wij het daarbinnen gelegen oppervlak a (4, w) verwezenlijken
door van de contour een draadmodel te vervaardigen en daar-
tusschen een zeepvlies aan te brengen. Behalve dat men met
deze methode in beginsel de mogelijkheid heeft het geheele
oppervlak « of f uit te meten, biedt zij meer globaal de moge-
lijkheid een gevoel te ontwikkelen voor de wijze, waarop de
verliezen het verloop van a en f zullen beinvloeden.
Herinneren wij ons bijv. het feit, dat bij het laagdoorlatend

')  Wij hebben a slechts langs de w-as bekend ondersteld. Gewoonlyk

echter is a ook langs eenige andere lijnen (b.v. de #-as of een cirkel op

groote afstand van het middelpunt 2=0, @ =0) exact of benaderd aan te

geven.
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ilter van het grondtype (verg. hg. 6).

Fig. 8.

Zeepvliesmodel van de phase g (4, w) voor het laagdoorlatende filter van
het g:'nrnll}]w Lverg. HL—" H). De coordinaat & is hier ter wille

van de duidelijkheid van het vlies naar voren cekozen,
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Fig. 10.
ZL'u'|H']ir~'|1|<ulr| van de l]L‘J['IE]iF]"__[ a:{.f'.r', () van het banddoorlatende

filter van het 51_1r;in:%l'ur'rlu':-:ﬂr Ly pe.

Fig. 11.
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filter van het grondtype de toename van de demping nabij de
grensirequentie stijgt. Een gevoel voor de eigenschappen van
een zeepvlies maakt ons dit gedrag onmiddellijk duidelijk. Het
dempingsgebied trekt immers in het nabije doorlaatgebied het
vlies relatief sterker omhoog.

In de figuren 7—11 geven wij eenige reproducties van zeep-
vliesmodellen weer, voor nadere bijzonderheden waarvan wi
naar de oorspronkelijke publicatie 5) verwijzen. Het is wel op-
merkeljk, wanneer men de modellen van fig. 7—9 vergeljkt
met de berekende oppervlakken (fig. 6), dat aan de overeen-
stemming zoo weinig ontbreekt. Bijj de grensfrequentie treden
namelijk zelfs hellingen oneindig op, zoodat aan de voorwaarde
waarop vergelijking (26) in (25) overgaat allerminst is voldaan.
In de practijk blijkt echter het zeepvlies zelfs in die gevallen
nog een zeer redelijke benadering te verschaffen.

Voor numerieke berekening, bijv. van het gedrag van het
filter nabi) de grensfrequentie, kan men behalve van de verge-
ljkingen (25) ook met vrucht gebruik maken van de analoge

relaties

3k Ok

__E -+= —2 =)

da  0f ’

(27)

X o \

= =0

da o

die onmiddellijk zijn af te leiden door niet a + 7f als functie van
£+ jw, doch omgekeerd % + jw als functie van a + jf op te
vatten. Bij de grensfrequentie immers worden de afgeleiden
van @ en f naar £ en o oneindig, zoodat de relaties (22) en
(20) hun zin verliezen. In dit geval heeft het zin # en w als
functie van a en f te beschouwen en vergl. (27) te bezigen.

Door verdere differentiaties zijn uit de differentiaalverge-
lijkingen van Laplace (25) relaties van hooger orde af te
leiden bijv. |

da df d'a  d'a
s+ —==0 — —— =0
W dw it dw?
3 3 ' (28)
¥ da '8 'B \
e TR
AT dw ot dw*

zoodat wij de Taylorontwikkeling (23) nu volledig kunnen
uitbreiden tot
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a(k,w)=a(,w)+ 4 W0, 0) # Talpim)
den 2] d”

_E VRO, m) A da(o ©,

T 4

31 4l dw
(29)

Bl oy Plaa) —g 2 Cut) & VE6.a)
dw 21 e

N f%j da (0, w) N £ B (0, )
3! o’ 4! den’ o
§ 7. De melbode van het uilsmeren.

Tenslotte willen wij een derde methode zeer summier aan-
geven.

De derde fundamenteele relatie uit de theorie der 'complexe
functies is de contourintegraal van Cauchy

f)=— § 22 as (30)
2y J &8=p

Deze integraal brengt mathematisch tot uitdrukking, wat wiy

in de vorige paragraaf reeds in model zagen, nl. dat de waarde

van de complexe functie / in een bepaald punt p te berekenen

is, wanneer de functie f(z) langs eenige contour rondom dat

punt 1s gegeven.

De integraal van Cauchy laat ons echter zien, dat de mate,
waarin de verschillende waarden langs de contour van / (2) bij-
dragen tot f(p), afhankeljk is van de afstand 2z — » in die
zin, dat de hoofdbijdrage door nabije punten zal worden ge-
leverd. Wat de vorm betreft is (30) zeer nauw verwant aan
de integraal, die in de optica het verband tusschen het on-
scherpe beeld en het scherpe voorwerp aangeett. Ontwerpt
men, bijv. door een camera die ontsteld is, een onscherp beeld
van een voorwerp, dan beteekent dit, dat de hoeveelheid licht
in een bepaald punt van het beeld niet wordt bepaald door
één punt van dat voorwerp, doch eveneens door naburige pun-
ten, zij het met verschillend gewicht. Een enkel lichtpunt zal
worden afgebeeld als een lichtvlekje, een abrupte sprong in
helderheid als een geleidelijke overgang. Het beeld is ,uitge-
smeerd of ,,gzedeformeerd”.

De integraal van Cauchy impliceert, dat de waarde van
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de functie / nabj de imaginaire as een uitsmering is van de
waarde van die functie op de imaginaire as. De relatie is ech-
ter niet zoo simpel als in menig optisch geval, omdat men daar
veelal met reéele, hier echter met complexe functies heeft te
doen. In groote trekken blijft echter het algemeen karakter
behouden en wij begrijpen nu de ,,vervagende” invloed van de
verliezen op de karakteristiek van een filter, waardoor pieken
worden uitgesmeerd tot verbreede toppen en abrupte sprongen
uitvloeien tot geleidelijke overgangen. De mate van verbreeding,
uitgedrukt in de hoekfrequentie, is van de orde van 4. De rela-
tieve verbreeding is dus van de orde 4/w, welke grootheid,
wanneer de spoelen de hoofdzaak van het verlies bepalen, om-
gekeerd evenredig is met de reeds genoemde kwaliteit O.

§ 8. De invloed der verliezen bij het eindige filter.

Tot dusverre zijn wij in deze voorbeelden van de invloed
der verliezen steeds uitgegaan van de ideale karakteristiek van
het oneindig lange filter. In de practijk hebben wij echter steeds
met een eindig segment van een dergelijk filter te maken. Kun-
nen wij nu de invloed der verkeerde afsluiting, waarop het
nemen van een dergelijk segment neerkomt, ook in aanmerking
nemen bij het bepalen van de invloed der verliezen? Dit bljkt
op zeer eenvoudige wijze het geval te zijn.

De afsluitimpedanties behooren namelijk tot het nefwerk,
waarvoor wij de invloed der verliezen hebben bepaald. De
eenige voorwaarde, die wij dus moeten stellen, is, dat even-
tueele zelfinducties en capaciteiten, die in de afsluiting zyn op-
genomen, met dezelfde verliezen zijn behept als de Z's en C’s
in het filter. Bestaat de afsluitimpedantie uit een simpele weer-
stand, dan blijft deze onveranderd. De werkwijze is dus de
volgende: men bepaalt voor het verliesvrije filter de demping
en de phase met in aanmerking nemen van de afsluitimpedantie
volgens § 3. Voor de aldus verkregen demping a en phase b
gelden zonder meer de relaties van § 5, 6 en 7. Als voorbeeld

is in fig. 12 het gedrag van een cel van een laagdoorlatend
filter van het grondtype weergegeven.

§ 9. Hel verband lusschen demping en phade.

Een nader overdenken van de resultaten, die wij in de para-
gralen 5—7 hebben afgeleid, voert ons tot een merl: cardig
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Fig. 12.
Geteeckende modellen van de demping « (%, @) (boven) en de phase § (£, w)
(onder) van het laagdoorlatende filter van het grondtype bij afsluiten van

jm
eén cel met de weerstand A = l’f (verg. fig. 6 en 3).

De streeplyn gcei‘t de waarde £=0,1 w_, de Etippﬂuiin de
vaarde 4= 0,05 W aan,
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resultaat. Bijj de methode van de loodrechte afgeleide immers
toonden wij aan, dat de invloed der verliezen bijv. op de dem-
ping is te bepalen uit het gedrag van de phase als functie van
de frequentie. Bij de methode van het vliesmodel daarentegen
lieten wij zien, dat de demping binnen een contour is te be-
palen uit het gedrag van de demping op die contour, zonder
dat daarbi) eenige kennis van het gedrag van de phase nood-
zakelijk is. Daarmede echter weer in tegenstelling lieten wij
byj de methode van het uitsmeren zien, dat de complexe over-
drachtsfunctie binnen een contour te bepalen is uit het gedrag
van die functie op de contour. Voor het kennen van de dem-
ping binnen de contour is dan zoowel een kennis van de dem-
ping als van de phase op het contour noodzakelijjk.

Deze drie formuleeringen zijn slechts dan niet in tegenspraalk,
wanneer er een verband bestaat tusschen de demping en de
phase, wanneer dus door het gedrag van de demping als functie
van de frequentie de phase als functie van de frequentie is
vasteelegd en omgekeerd.

Dit verband, dat, met zekere beperking, inderdaad bestaat,
vindt zijin grondslag in de wetenschap, dat wanneer op eenig
systeem als functie van de tijd een invloed wordt uitgeoefend,
de uitwerking zich niet zal doen gelden alvorens deze invloed
heeft plaats gevonden. Het verband berust dus op het postu-
laat, dat een gevolg eerst na een oorzaak kan optreden.

Wi zullen thans eerst aan de hand van een eenvoudig voor-
beeld de beteekenis van dit postulaat toelichten. We beschou-
wen daartoe een capaciteit € die door een momentane stroom-
stoot wordt geladen, en die zich daarna over een parallelweer-
stand & ontlaadt.

De stroomstoot stellen wij voor door de bekende d-functie,
die voor alle waarden van # nul is behalve voor 7 =0, waar
zij oneindig is, terwijl het oppervlak van de aldus gevormde
pick de waarde 1 heeft. Om van de formuleering in de tijd ¢
over te gaan tot de formuleering in de frequentie w, maken wij
gebruik van de identiteit

+ o0 o0
I i P '
6@ =5 | .:-f‘”’.:fmzj: / coswt dw (31)
g p

Deze formule brengt tot uitdrukking, dat 6 (?) is te schryven
als een integraal over louter cosinusfuncties. Dit is te begrij-



132 J. E. SCHOUTEN

pen, aangezien 0 (/) een symmetrische functie is. Bovendien con-
cludeeren wij uit het feit, dat de formule geen van w afhanke-
ljke factor bevat, dat alle frequenties in gelijke mate in 6 (¢)
voorkomen.

Wi splitsen de complexe impedantie van het netwerk in een
reéel en een imaginair gedeelte

Z () = & (@) - j 5 () (32)

Men kan gemakkelijk aantoonen, dat & een symmetrische, 1 een
anti-symmetrische functie van w 1s.
De spanning }7 (¢) wordt nu

+ 00 a0
V(@) = ifZ(m)fﬁ”if =%j £ (w) coswt dw +
2n 7

o
I [ :
i nj n (w) stnwt dw (33)

T

L

=S+ A(@) (34)

Het eerste aandeel S(?) van V (¢) is symmetrisch in de tijd
gezien het symmetrisch karakter van coswf. Het tweede aan-
deel A (?) van 17 (f) is antisymmetrisch in de tijd, gezien het
antisymmetrisch karakter van sinw?.

De impedantie Z(w) van de capaciteit ' met de parallel-
weerstand A wordt gegeven door

K R — joR'C
Z(@) = ——— =2 (35)
I + joRC 1+ wRC
Bijgevolg is
K wk*C
£ (0) = , ®) = - 36
(@) 1+ wRC 7() I +w RC v

Voor het aandeel S (#) vinden wij dus
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1
oo — |
5(;):5[ i SO PCSHL O
n] 1+ RC 2C
en voor het aandeel 4 (¢) ’ (37)
R [wRCsi ~3
T f‘” S o =—e FC Sign(t)
n] 1+oRC 26
|
a dit)
0 —t
{j//w
0 —a-1

Wt)=5(t)+ Alt)

0 —= 1
Fig. 13.
Inschakelverschijnsel van een door een weerstand overbrugde condensator

a) de ingangsstroomstoot 0 ()
b) de uitgangsspanning S(/) fte danken aan het reéele deel van de

impedantie £ (w)
¢) de uitgangsspanning A (/) te danken aan het imaginaire deel

van de impedantie 7 ()
d) de totale uitgangsspanning V (#) =5 (/) + 4 (2).

waarin de functie Signumt voor positieve t de waarde + I,
voor negatieve t de waarde — 1 heeft.

Zooals formule (37) en fig. 13 doen zien, zijn de beide bj-
dragen, wat de absolute waarde betreft, identiek. Voor nega-
tieve tijden hebben zij echter een tegengesteld teeken, zoodat
zi) elkaar juist opheffen. Dus

voor < O Aft)= -5 Vi(t)=0

e
voer />0 At =5t} Fitl=2d)l=230{
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Het is nu duidelijk, hoe wij de relatie tusschen & (w) en # (@)
moeten formuleeren. & (w) en # (w) geven aanleiding tot inscha-
kelverschijnselen, die symmetrisch resp. antisymmetrisch zijn ten
opzichte van #=0. Om aan het postulaat der oorzakelijkheid
te voldoen moeten de inschakelfuncties voor #<C 0 elkaar vol-
komen opheffen. Daardoor zijn zij voor >0 exact aan elkaar

geljk. Er geldt dus voor # >0

Kift) =25 = 2,’:?:75 (w)coswtd w,

| (59)
Vit)=2A4()=2/n[n(w)sinwtdw>
terwijl omgekeerd, volgens Fourier, geldt
E(w) =f V' (t)cos w t di ’
| (40)

7 (w) =‘FV(£‘) sinwitdt \

Met behulp van de formules (39) en (40) kan men & (w) en 7 (@)
ook onmiddellijk in elkaar uitdrukken, waarvoor verschillende
formuleeringen bestaan.

De relatie tusschen het reéele en het imaginaire gedeelte van
een overdrachtsfunctie heeft eenerzijds een groote rol gespeeld
bij electrische netwerken 9). Zij treedt ook op bij het verband
tusschen absorptie en dispersie in diélectrische 10) en para-
magnetische 11) media.

Tenslotte willen wij als voorbeeld nog het laagdoorlatende
filter van het grondtype behandelen.

Voor één cel vonden wij

a =0 voor @ < w, , a = 2 arccosit w'w, voor w > w,

} (41)

p = 2zarcsin w/w, voor o< w,,f=n voor @ > w,

De overdrachtsfunctie wordt dus
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e e @

E(o) —jn(w)=¢ —¢ cosf—je  sinp

. V. .
= ¢oS (z arcsin —) — J sin (:—': aresin —

2 ““) (42)

voor w < w, en

—Zarm.n{rﬂ
=¥ ®; voor w > w,
Bijgevolg wordt 12)
@, 0c @
I . I — 2 arcosh —
S@)=—|cos|2arcsin—|coswldw——|¢ Yeoswlidow =
7T , n
¥ m1
_Ja(w, 7)
g -
/
en ! (43)
@y
E [, . W\
A () =— I sin | 2arcsin -—) sinwtd w
T W,
S (w, B)
1

waarin J, (w,f) een Besselfunctie van de tweede orde voorstelt
(hig. 14).

Naar wij mochten verwachten, heffen dus inderdaad voor
negatieve tijden het symmetrische en het antisymmetrische ge-
deelte van het uitgangssignaal elkaar exact op. Voor positieve
tjden geeft de d-functie als ingangssignaal dus aanleiding tot

het uitgangssignaal

2J, (w7
4

V() = (44)

Voor een willekeurig aantal cellen 7 vindt men langs dezelfde

weg de bekende formule (2)

272 J 1 (4 ¥)
I

V()= (45)

Wat de invloed der verliezen op een dergelijk inschakelver-
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schijnsel betreft, zij nog gewezen op een zeer eenvoudige relatie.
Zijn nl. alle elementen van een netwerk behept met de verlies-
maat £, dan wordt het inschakelverschijnsel 7% (#) van het ac-
tueele netwerk in verband gebracht met het inschakelverschijn-

dit)

{§41)

Vit)=S(t)+ A(t)
£N
J ‘”‘*—;"’ﬁ{:

Fig. 14.

Inschakelverschijnsel na de eerste cel van een oneindig lang doorlatend
filter van het grondtype

a) de ingangsspanningsstoot § (7)

b) de uitgangsspanning S (f) te danken aan het reéele deel van
de overdrachtsfunctie & ()

c) de uitgangsspanning A (/) te danken aan het imaginaire deel
van de overdrachtsfunctie % (w)

d) de totale uitgangsspanning V(£)= S(¢) + 4 (2).

sel V,(#) van het ideale netwerk door de simpele formule

i) =% (46)

Een zeer eenvoudig voorbeeld van deze relatie treffen wij
aan bij het zoo juist behandelde inschakelprobleem van de con-
densator. Is de parallelweerstand A oneindig, dan wordt de
condensator door de stroomstoot o (¢) op # = 0 geladen tot de
conslanle spanning 1/C. Is de weerstand eindig, overeenkomende
mef een verliesmaat £= 1/R(, dan wordt de spanning volgens

(45) vermenigvuldigd met eI overeenstemming met (37).
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e

Wanneer wij nu terugkomen op de schijnbare tegenspraak
in de verschillende relaties, die wij in de §§ 5—7 hebben afge-
leid, dan zien wij dus dat er inderdaad een relatie bestaat tus-
schen @ en B, zoodat het zoowel mogelijk zal zijn bijv. a (£, w),
uitsluitend met behulp van gegevens omtrent a, dan wel met
behulp van gegevens omtrent zoowel a als f te bepalen.

De integraal van Cauchy is dus niet het volkomen mathe-
matisch analogon van het vliesmodel. Bij het vliesmodel immers
worden a en [ gescheiden behandeld, bij de integraal wvan
Cauchy gezamenljk. De mathematische formuleering van het
vliesmodel voert tot het bekende inwendige probleem uit de
potentiaaltheorie in het platte vlak. Deze vierde methode heb-
ben wij echter niet in een zoo aanschouwelijke vorm als de drie
overige methoden kunnen gieten, zoodat wij een nadere uitwer-
king van deze methode achterwege lieten.

Eindhoven, 20 Jum 1944.
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DISCUSSIE

Ir F. de Fremery: Hoe is quantitatief het effect van de slechte
diélectrica die tegenwoordig moeten worden toegepast? Hoe hoog liggen
de karakteristicken daarvoor op de getoonde oppervlakken?

Dr J. F. Schouten: Over het algemeen is de verliesmaat der conden-
satoren een grootte-orde kleiner dan die der spoelen. Wat de totale ver-
liesmaat betreft, komt men zelden boven een waarde 4= 0,1 w, uit (op de
oppervlakken van fig. 6 en fig. 12 door gestreepte lijnen aangegeven).

Ir F. H. Stieltjes: Hoe staat het, in verband met de door U afge-
leide betrekkingen tusschen reéele en imaginaire deel van complexe functies,
met het bekende feit, dat, indien het reéele deel van de logarithme van
een overdrachtsfunctie, meer bekend als ,demping”, vast ligt als functie
van de frequentie, er nog vele verschillende schakelingen kunnen worden
gerealiseerd, die dit dempingsverloop hebben, doch die allen verschillen in
het bijbehoorende imaginaire deel, meer bekend als ,phasedraaiing’?

Dr S.: Het gaat hier om een andere relatie dan de bovenbeschrevene
tusschen reéel en imaginair deel van de overdrachtsfunctie £(w) — ;# (w),
en wel om een relatie tusschen reéel en imaginair deel van de logarithme
— a(w) — j B (w) van deze grootheid. In bijzondere gevallen is de relatie
tusschen reéel en imaginair doel identiek met die bij de overdrachtsfunctie.
In het algemeen is dit echter niet het geval, hiervan vormen byv. netwer-
ken met constante demping een voorbeeld. In die gevallen 1s de phase
niet eenduidig uit het beloop van de demping af te leiden.




