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Determination of the characteristic of a
non-linear resistor by harmonic excitation

by prof. dr. C. ). Bouwkamp, . Philips Research Loboratories,

N.V. Philips’ Gloeilampenfabrieken, Eindhoven

Consider a non-linear resistor with centre-symmetric current-
voltage characteristic i = f(v) = — f(—wv), and let this resistor
be excited by a harmonic signal v = x cos(wt), where the
amplitude x covers a certain range (0 < x < a). Assume further
that the amplitude g(x) of the first harmonic g(x)cos(mt) in
the output current f(x cos(wf)) 1s measured in the same range.
Then the question is:
— Can the function f(x) be determined uniquely from the
function g(x), where 0 = x = a; and if so, how can it be done?
The answer to this question 1s of importance in relation to certain
measuring techniques in experimental physics [1] and is re-
ported in this note.

If the resistor 1s excited by v = x cos ¢, where ¢ = wi, the
output is f(x cos ¢), and the amount of the first harmonic in
this output clearly 1is
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In virtue of the symmetry of the cosine function and f(v) being
an odd function of v, we can replace the upper limit by /2
and multiply the expression by 4. Therefore, the two functions

f and g are interconnected by the following integral equation:

|

n/2
j.f (x cos p)cos pdp = — g(x), O<xz<a

Y

This integral equation is closely related to Abel’s integral
equation, as can be seen by introducing the new variable of
integration y = x cos .
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On substitution we get

X

The solution of this latter equation is known. Under certain
mild conditions as to smoothness of fand g, not to be specified
here, the integral equation has the unique solution

;

2
Fha-t-B | BEIx dx 0<y<a)

2y dy )\ )

and this answers our question,

This solution in closed form though is not very attractive to
the practical engineer if g is not known analytically. An alter-
native solution by means of power series or the like is more
practical, especially so if the resistor is slightly non-linear.
Therefore, let us assume that

g(x}zzcn X2t

where the right-hand expression may be an infinite convergent
series, or a least-square polynomial approximation to measured
values of g, or a Chebyshev approximation, etc. If this is
substituted in the closed-form solution, the result is an ex-
pression of the same type, namely

f{y}zzzgﬂ'rﬂ{nﬁhl]!lcn pant
n (2n 4+ 1!

where the summation is extended over the same set of values »
as in the expression assumed for g. In the case of infinite series,
the two power series have the same radius of convergence.

More explicitly, if the measured values of g can be represented
by a polynomial approximation, say

g(x) = cgx + ¢,x* + ¢,x° + ¢yx7

then the required characteristic is of the form

10 = oo + e, + Fep® + Sheg”

of course approximately, and over the same range.

Finally, it should be noted that in practice we need not invoke
the theory of Abel’s integral equation at all, apart perhaps from
the question of uniqueness. In fact, if we take f(v) = v™ (v = 0),
where m is not necessarily an integer, then the corresponding
g(x), x = 0, is apparently given by

m
L T j”' (] -+ _)
x " g(x)= o J. cos"" @ dp = LT

= 0 F(%)F(”—TJrS—)
2 2 2

and therefore, if

g{.r}zz Y X"

then

The author is indebted to Professor Butterweck, Technological
University Eindhoven, for drawing his attention to this problem.
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On the stability of a circuit with negative resistance with

non-linear characteristic

by prof. ir. J. W. Alexander, Deift University of Technology, Dept. of Electronical Engineering

Summary: For an amplifier with a negative resistance the operating point on the curved characteristic of the element
has to be stable. A criterion for the stable points on the curved characteristic is given, without the addition of an extra
capacitance or inductance. This criterion runs as follows: dE/d/ must be positive, where E and / are the adjustment
voltage and ditto current respectively. When the circuit contains also other elements than only resistances the amplifier
circuit is stable when in addition to the adjustment stabilization the poles must have a negative real part.

1. Introduction

A negative resistance always has a curved characteristic with a
negative slope on a part of the curve. For operation as an
amplifier we have to choose our operating at any point on the
negative slope of the characteristic. For stable operation this
operating point has to be a stable one. In the discussion on this
problem one usually takes into account the existence of an
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extra element, either an inductance or a capacitance. In the
following an other method is used, without the addition of an
extra element.

2. Criterion of stability

We will start from the fact that a circuit consisting of a d.c.
source with voltage E and a positive resistance R is always
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Fig. 2. Characteristic of a non-linear negative resistance with different
load lines.

stable. That means that a small change dE in the voltage E
gives a small change d/ in the current, in such a way that dE/d/ =
+ R, a positive value.

For a linear negative resistance — R we should have E = — IR,
so dE/dI < 0. This is a negation of the stable situation dE/dJ > 0,
consequently an unstable situation, in agreement with the im-
possible situation E = — IR,

When the circuit consists of a positive and a negative resistance
in series, according to Fig. 1, then dE/d] = R —r.

When R > r, dE/dI is positive and the circuit 1s stable, when
R < r however, it is unstable.

3. Circuit with a non-linear negative resistance

A negative resistance always has a curved characteristic with a
negative slope on a part of the curve. Let Fig. 2 represent the
U vs. I-diagram of the non-linear element.

In this figure A is the operating point chosen in the inflexion
point of the characteristic, where

E -R, I, = U, (1)

where E, is the adjustment voltage and tan(x,) = R,.
In the figure another situation is also shown, where

E,-R,I, = U, with tan (2,) = R,

With

U=U,+uandl =1, +i (2)
we may describe the curved characteristic by the equation
u=—ri+ bi® (3)

from A till beyond the extreme values. Here r and b are positive
and tan(fl) = r. We see in the figure that R, > rand R, < r.

The points of intersection of the characteristic and the load
line follow in the first situation from

u = —ri + bi* together withu = — R,i.
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This results in i = 0 and — R, = —r + bi*, or bi* = r - R,.
Now R, > r, so we have only one intersection point A.

For the second case we find in the same way
i =0and bi* = r- R,

or the three intersection points A, B and C.

For the discussion of the stability we proceed as follows:
In the first situation Fig. 1 shows that

E, =RI+ U | (4)
Substituting (1). (2) and (3) in (4) we obtain

Br— TR, — U, =(R, =i+ hi,

For the adjustment stability we get

dE/dI = dE,/di = R, — r + 3 bi*

for I, and U, are constant.

The only intersection point is i = 0. As R, > r the point A
Is stable.

But for the second case with R, < r we get

dE/dl = dE,/di = R, — r + 3 bi*.

For A:i = 0 and R, < r, consequently A is unstable.
ForBand C: bi* =r — R,, s0

dE/dl =R, —r+ 3(r — R,) = 2(r — R,).

As R, < r, B and C are stable points.

Consequently: For operating in the inflection point A the
positive resistance R must be greater than the negative resist-
ance r.

4. Situation with a negative conductance

Till now we have studied the element with the negative resist-
ance, according to Fig. 2, or the element with the current-
controlled characteristic.

The other element with the voltage-controlled characteristic,
1.e. the same form as in Fig. 2, but with U and I interchanged,
has the criterion of adjustment stability: d4/dU > 0, where A
is the adjustment current. This results in the similar condition
that for operating in the inflection point A the positive con-
ductance G must be greater than the negative conductance g
of the element.

5. Amplification with a negative resistance and other elements

In this case the requirement for the adjustment stability is not
the only one which has to be satisfied. The poles of the charac-
teristic equation of the circuit must have a negative real part,
or the Hurwitz criteria are to be satisfied also.

To demonstrate this we examine the circuit, shown in Fig. 3,

-
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Fig. 3. Circuit for amplification with a current-controlled negative
resistance.
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for amplification with a current-controlled negative resistance.
For the adjustment stability we get from I = Efr. +r, =)
that

RS (5)

IS required.
For the time-depending ¢ we get from

u=-cer,(l — rpC]f{rl'+ Py — ¢ = Fr) o)

the characteristic equation:

Ve ¥hp= F =1, +1r)rpC =0

For a stable situation it is well-known that the pole must be
negative, or

O A (6)

Now (5) and (6) cannot be realized at the same time, conse-
quently: the circuit according to Fig. 3 with a current-controlled
negative resistance is not possible as an amplifier.

621.373.5

Niet-lineariteit van de Iawine-looptijd-oscillator'

door dr. ir. K. Mouthaan, Natuurkundig Laboratorium,
N.V. Philips’ Gloeilampenfabrieken, Eindhoven

Summary : Non-linearity of the Avalanche Transit-Time Oscillator.

High-power solid-state generation of microwaves has become possible with the Avalanche Transit-Time Oscillator.
The oscillator is based on the dynamic negative-resistance properties of semiconductor diodes that are reverse-
biased into avalanche breakdown. Optimum design conditions are sought by analysis of the non-linear operating
characteristics. Simultaneous operation at two harmonically related frequencies is shown to permit well-defined
design of the oscillator, and to yield high output power and low frequency-modulation noise. Theoretical tuning
conditions and curves for output power as a function of the bias current are presented.

De lawine-looptijd-oscillator is een recent tot ontwikkeling ge-
komen vaste-stof microgolfbron. Frequenties van 1 GHz tot
meer dan 300 GHz en nuttige vermogens tot enige watts in
continu bedrijf zijn experimenteel gerealiseerd.

Voorgesteld door Read [1], berust de oscillator op looptijd-
negatieve weerstand van een in lawinedoorslag bedreven half-
geleiderdiode. Een succesvolle diodestructuur is die met asym-
metrische abrupte p-n-overgang. Het profiel van het elektrische
veld binnen een dergelijke in sperrichting aangesloten structuur
is schematisch voorgesteld in fig. 1. Het verontreinigingsprofiel
is zo dat bij voldoend hoge sperspanning enerzijds lawine-
doorslag optreedt op de p™-n-overgang ten gevolge van stoot-

pt n n

N

—

I ld

']
Y
[}
1

Fig. 1. Schematische voorstelling van het profiel van het elektrische
veld in een lawine-looptijd-diode met asymmetrische abrupte p-n-
overgang. In het gearceerd aangegeven doorslaggebied ter lengte /.
1s de veldsterkte van de orde van 200 . .. 500 kV /cm (silicium). Tussen
opeenvolgende botsingen met het kristalrooster kunnen vrije lading-
dragers in dit gebied voldoende energie uit het veld opnemen om
stootionisatie te bewerkstelligen. In het driftgebied ter lengte /, blijft
de veldsterkte groter dan 10... 20 kV/cm.
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ionisatie; anderzijds strekt de depletielaag zich dan uit tot aan
de n”-laag. In de gehele depletielaag is daarbij de veldsterkte
voldoende hoog om de in de doorslag gegenereerde elektronen
de n-laag met veldverzadigde driftsnelheid te doen doorlopen.
De tevens gegenereerde gaten verdwijnen direct in de p*-laag.

Een boven de gelijkspanning aanwezige wisselspanning modu-
leert de in de doorslag gegenereerde hoeveelheid elektronen.
In het als driftgebied fungerende gedeelte van de n-laag onder-
gaat ten gevolge van looptijJd de gemoduleerde elektronen-
stroom een continue fasedraaiing ten opzichte van het wissel-
veld. Voor voldoend grote looptijd resulteert daaruit een nega-
tieve weerstand. Heeft de modulatie van de elektronenstroom
een tiydvertraging gelijk aan een kwart periode ten opzichte
van het wisselveld, dan treedt negatieve weerstand op voor elke
waarde van de looptijd. Dit geval van inductieve stroomgene-
ratie is karakteristiek voor de lawine-looptijd-diode.

Is V(1) de boven de gelijkspanning aanwezige wisselspanning
over het doorslaggebied, en is daar «(E) de van het elektrische
veld afhankelijke ionisatiesnelheid, d.i. het aantal gat-elektron-
paren dat één ladingdrager per eenheid van lengte doet ont-
staan, dan geldt voor de in het driftgebied geinjecteerde con-
vectiestroom J_ (r) bij benadering:

I

2a',
J.. (@) =J, exp {——‘ j V. (r) dT} (N

T

a
)

Hier is o, (>0) de bij het aangelegde dc-veld geévalueerde
afgeleide van o naar het elektrische veld en z_ is de tijd benodigd
voor het doorlopen van het doorslaggebied. De dc-instel-
stroom J_, = <J_(f)> wijkt voor willekeurig signaalniveau
V(1) af van de stroom J,; wordt de diode gevoed uit een
constante-stroombron, dan is J_, een onafhankelijjk variabele.
Uit vgl. (1) blijkt het inductieve karakter van de stroomgene-
ratie; voor kleine waarden van V (r) kan dit karakter worden
voorgesteld door een zelfinductie L, = 7,/(2xJ ).
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De niet-lineariteit van de stroomgeneratie volgens vgl. (1)
compliceert het gedrag van de lawine-looptijd-oscillator in
belangrijke mate. Ten behoeve van het inzicht in de werking
en het verkrijgen van ontwerpcriteria wordt in het volgende een
analyse beschouwd van het niet-lineaire gedrag van de diode
plus aangekoppeld microgolfcircuit. De vanwege het aange-
legde de-veld in het driftgebied geinjecteerde convectiestroom
J_ (1) gedraagt zich daar als een niet-dispersieve golf:

J (x, 1) = J (0, t—x[vy) = J (t—x/vy)

Hier is J_,(x, 1) de convectiestroom in het driftgebied en v, de
veldverzadigde driftsnelheid van de ladingdragers. De wissel-
spanning over het driftgebied zij V,(r); de totale wisselspanning
over de diode is dan V (1) + V(7). Behalve de convectiestroom
is ook de verschuivingsstroom continu op de overgang van
doorslaggebied en driftgebied: in het eendimensionaal onder-
stelde model is de som van convectiestroom en verschuivings-
stroom in het driftgebied divergentievrij.

Voor cyclische werking van de oscillator kunnen alle tijd-
afhankelijke grootheden worden voorgesteld door een fourier-

reeks. Zo schrijven we voor J_(1):

J . (=74 {I + iﬂ (B_e"™" + c.c.}} (2)

en voor V (1):

V=Y O, "™ +cc) 3)
m=1

Hier is i de imaginaire eenheid en de notatie c.c. duidt op de
complex geconjugeerde term. De stroomamplitudes _ worden
bepaald door substitutie van vel. (3) in vgl. (1); ieder van de
stroomamplitudes f_ hangt dan (niet-lineair) af van alle span-
ningen ¥, . Van belang is dat de stroom J_(f) positief definiet
is; daaruit volgt dat |f,_|=<1. Is nu C, de capaciteit van het
doorslaggebied, dan wordt de mde harmonische component
van de totale stroom op de overgang van doorslaggebied en
driftgebied gegeven door

Jlnl. m o ﬁm JEH T i"ﬂlmlc-'l V.Jm {4}

De impedantie van de diode voor de frequentie mm, Z;; 4. w =
(V.,, + Vi) m kan dan op grond van het aangenomen
model worden berekend als -

| |
zdiud.t ~ Al 3 L
' imwC 1+ p J ./ imwC, V

| afm {5}
1 1 —(1=e%imp

imﬁucd I T imﬂ"cn Vum -'Ilﬁm JE‘J

+

Hier is C, de capaciteit van het driftgebied, C is de totale capa-
citeit van de diode volgens C = C,C,/(C, + Cy), en 0 is de
loophoek voor de frequentie w volgens 8 = wl,/v,. Het looptijd-
effect wordt uitgedrukt door de tweede term in vgl. (5). Behalve
door de geometrische parameters C, C, en 0, wordt het im-
pedantiegedrag van de diode geheel bepaald door de verhou-
dingen imwC.V,, /B,J.0 dus door de verhouding van ver-
schuivingsstroom en convectiestroom in het generatiegebied.
Is de generatie op de frequentie  inductief, dan geldt fi, =
-iV,,|B,/V,,| en vertoont Z, . , een parallelresonantie voor
de frequentie waar |wC,V,,| = |f,J - De diode-impedantie
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Z 4ioae. 1 1s dan in principe beneden de resonantiefrequentie in-
ductief en passief, boven de resonantiefrequentie capacitief en
actief,

De werking van de oscillator wordt bepaald door de voor-
waarde Z,, 4. + Zem = 0 voor alle m, waarin Z, de impe-
dantie van het lineair en passief onderstelde externe circuit voor
de frequentie mw voorstelt. De diode-impedanties Zyioqe, m
hangen af van de instelstroom en het signaalniveau, terwijl de
impedanties Z_,, niet afhangen van deze grootheden. Een zelf-
startende oscillator voor bedrijf op een vooraf gespecificeerde
frequentic en instelstroom vereist daarom in het algemeen een
complex, zo niet onpraktisch, microgolfcircuit. Een bijzondere
mogelijkheid bestaat nu indien voor waarden van J , boven de
start-oscillatiestroom de spanningen ¥V, continu aanliggende
waarden kunnen aannemen zodanig dat de verhoudingen
imoC,V,,./B,.J. constant blijven. In dat geval blijven de diode-
impedanties Z,, .. ,, en dus de oscillatiefrequentie constant bij
variérende J_,, en wordt een welgedefinieerd ontwerp van het
aan de diode te koppelen microgolfcircuit mogelijk. Van bij-
komend belang is dat dan tevens parasitaire frequentiemodu-
latie ten gevolge van fluctuaties in J,, vermeden wordt.

Om de genoemde mogelijkheid te onderzoeken, schrijven we
de vergelijking Z 4o » + Zew = 0 met voordeel als een ver-
gelijking voor de verhouding imwC,V, /B J . q:

imwC.V,, [B.J.o+ Pm=0 (6)
Hier is:

p.= (2, + Z;)Z.,+ 1/imonC)

en

Z, = (1/imoC,) - {1—(1—e " ")/im0)

Zoals reeds opgemerkt is de stroomgeneratie voor voldoend
lage waarden van V(1) inductief, dus ff;, = —iV |B/Va .
Oscillatie is voor lage signaalniveaus derhalve slechts mogelijk
indien p, reéel is, hetgeen de afstemvoorwaarde

C., Bf2
Im Z,, = — + (R, +Re Z,){ cot (9/2) + 2 )
wC C, sin(6/2)

oplevert. Hierin is Im Z,, het reactieve deel van Z,, en R, +
Re Z_, het resistieve deel van Z_, opgesplitst in een parasitair
deel R_, en een nuttig deel Re Z_,. Voor reéle waarden van p,
geldt :

p, =1+ Q, sin%(0/2)/(6)2), (8)

waarin Q, = |wC,(R,, + Re Z_)} ' cen maat is voor de
kwaliteit van het oscillatorcircuit op de frequentie w. Daar voor
een passief extern circuit p, > 1, zien we dat aan vgl. (6) slechts
voldaan kan worden voor frequenties boven de resonantie-
frequentie, terwijl voor gegeven (), de instelstroom een vol-
doend hoge waarde moet hebben om de oscillatie inderdaad
te doen starten.

Een oplossing als hierboven voorgesteld blijkt nu voor een
willekeurig signaalniveau niet mogelijk te zijn indien de stroom-
amplitudes f, in essentie slechts bepaald worden door de
grondgolf-spanning V,,. Naar orde van analytische en ook 1in
de praktijk realiseerbare gecompuiceerdheid, onderzoeken we
derhalve de mogelijkheid waarbij de stroomamplitudes f§, in
essentie bepaald worden door spanningen V,, op twee fre-
quenties, @ en nw. De spanningen V_, voor k # 1l zullen
daartoe klein blijven ten opzichte van V,, en V¥ : volgens
vgl. (6) vereist dit dat de coélficiénten p, voor k # l.n klein
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gemaakt worden ten opzichte van p, en p,. Met de spannings-
normalisatie 7, = 2ix. V,, /mwt, worden dan de relevante
oscillatorvergelijkingen :

2= BIJ{FI == 'Ic{]', start r.-a-"lll"rcl]
—Ba/Py = (°p1/P,) (Voo. siart Vo) (9)

waarin J o, (.., = (64/20 v,)(w?/p,) die waarde van J_, voor-
stelt waarvoor de klein-signaal-impedantie van het oscillator-
circuit voor de frequentie @ verdwijnt. De grootheid A4 is de
oppervlakte van de dwarsdoorsnede van de diode.

De stroomamplitudes i, worden dan voorts bepaald door de
fourierontwikkeling van

Exp{""lfl_’lim + Elte—lmr)} % EKP':-—(fHEiﬂm + i‘?n*E_i"m)}_

Daar slechts relatieve fasen van belang zijn stellen we 7, posi-
tief reéel; de complexe spanning 7, schrijven we als produkt
van grootte en fasefactor: ¥, — v e'* De gevraagde fourier-
ontwikkeling vinden we als een som van mengprodukten van
de door de eerste exponentiéle functie gegenereerde harmoni-
schen van de frequentie @ en de door de tweede exponentiéle
functie gegenereerde harmonischen van de frequentie nw. We
vinden dan:

D" 3 D @oyr, | @o) e
By=—7" (10)
Y (NI @u) I, (20) et

p=-ct

De functies /, (x) zijn de gemodificeerde Besselfuncties van de
eerste soort, de orde v en het argument x. Onmiddellijk volgt
uit vgl. (10) dat f, voor willekeurig signaalniveau slechts een
constante fase ten opzichte van v, kan behouden indien of
Yy =0,0, =m

In dat geval wordt tevens fi, reéel en vereist oplossing van
vgl. (9) een reéle waarde van p . Deze eis levert voor de fre-
quentie nw een afstemvoorwaarde overeenkqmstig die voor de
frequentie w, dus vgl. (7) voor de frequentie nw. De bijbehorende
reéle waarde van p_ wordt gevonden als vgl. (8) voor de fre-
quentie new.

Een belangrijke te bepalen grootheid is het door de oscillator
op de frequentie @ geleverde nuttige vermogen. Door met
vgl. (6) de totale stroom volgens vgl. (4) uit te drukken in
B,/ .0, vinden we dat voor reéle p, :

5

f in“(6/
P =— ?.J'm QIM ﬂzﬁr Re z-.-l (1)

) @2

Slechts de stroomamplitude f, is hierin de nog nader te bepalen
grootheid. Daar |f,| <1, levert vgl. (11) direct het maximaal
haalbare uitgangsvermogen. De optimale loophoek wordt ge-
geven door € = 0.,74n. Opgemerkt zij dat het maximaal haal-
bare uitgangsvermogen niet slechts gelimiteerd wordt door de
eindige haalbare waarde van het produkt Q,* Re Z, ,, maar
tevens en vooral ook door de eindige toelaatbare waarde van
de hoogfrequent spanningszwaai over de diode. In fig. 2 is
uitgezet het door numerieke oplossing van vgin. (9) en (10)
verkregen relatieve uitgangsvermogen p, ., = (8,700 curie)”
= v,” als functie van J_,/J_; ,......, met p /p, als parameter voor
een tweefrequentiecombinatie met n = 2. Als opvallende eigen-
schap zien we in fig. 2 voor iedere waarde van p,/p, het bestaan
van twee modi van oscillatie: een modus met hoog vermogen
en een modus met laag vermogen. Deze twee modi van oscillatie

komen respectievelijjk overeen met iy, = men 4, = 0, hetgeen
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Fig. 2. Relatieve waarden van het op de frequeptie w geleverde nuttige
vermogen als functie van de relatieve instelstroom bij gelijktijdig be-
drijf op de frequenties w en 2. De parameter p,/p, is een maat voor
de relatieve kwaliteit van het oscillatorcircuit op de frequenties
en 2m.

zich laat verklaren door het feit dat de oscillaties op de fre-
quenties @ en 2w, hoewel gekoppeld, ten opzichte van elkaar
nog twee verschillende fasen kunnen hebben. De start-oscillatie-
instelstroom kan verschillen van J_, ... en verschilt voor de
twee modi van oscillatie, behalve indien p,/p, = 4. Ingeval
p./p; = 4 komen de twee vermogenscurven voor p, ., — 0
samen bij J_/J .. = 1:de modus met hoog vermogen kan
dan slechts bereikt worden via een sprong in oscillatie-ampli-
tude. De modus met hoog vermogen heeft de laagste waarde
van start-oscillatie-instelstroom, hetgeen praktische realisatie
van deze modus vereenvoudigt. Het hoogste vermogen wordt
voor beide modi verkregen voor de grootste waarden van p1/Py;
daartoe dient de kwaliteitsfactor O, van het oscillatorcircuit
voor de frequentie 2w hoog gekozen te worden. Opgemerkt zij
dat tweefrequentiebedrijf voor waarden van n>2 minder effi-
ciént blijkt dan bedrijf met n = 2. Voorts vormt een uiteindelijk
oscillator-ontwerp nog een compromis voor wat betreft toelaat-
bare hoogfrequent spanningszwaai en voor wat betreft ther-
misch toelaatbare waarde van de dc instelstroom.

Voor een meer volledige beschrijving van de hier gegeven
theorie en haar consequenties zij verwezen naar [2] en [3], waar
tevens verdere verwijzingen naar de theorie van lawine-looptijd-
oscillatoren gevonden kunnen worden. Opgemerkt zij nog dat
met in het Natuurkundig Laboratorium in de groep van dr.
D. de Nobel gemaakte dioden en constructie van de oscillator
volgens de hier gegeven theorie, een nuttig vermogen van 1,75 W
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in continu bedrijf op 5 GHz met een conversie-rendement van
9% kon worden bereikt.
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De toepassing van drie gekoppelde transmissielijnen

door ir. R. Blommendaal, Christiaan Huygenslaboratorium N.V., Noordwijk
Dedicated to Protessor ). P. Schouten on the occasion ol s retirement,

Summary: The application of three coupled transmission lines.

The theory of three coupled waveguides is outlined and applied to three waveguide rings bent in the E-plane. The
input and output of the central ring are connected. This configuration can be used as a rotary joint if a gap is cut

at the centre line of the middle ring. Expressions are given for the transmission as a function of rotation and fre- T

quency.

1. Inleiding

De theorie van de richtkoppeling tussen twee transmissie-
lijnen is zeer goed bekend. In de literatuur is een overvloed aan
stof te vinden over koppeling van golfgeleiders, coaxiale lijnen
en ‘stripline’, waarbij zowel de continue als de discrete koppeling
wordt behandeld. De golven in de secundaire lijn hebben steeds
een faseverschil van 90° met die in de hoofdlijn en de ampli-
tudes kunnen gevonden worden als functie van het koppel-
mechanisme en de lengte van de gekoppelde lijnen.

Het algemene geval van gelijktijdige en continue koppeling
tussen een willekeurig aantal transmissielijnen is ook behandeld,
maar slechts weinig bekend. Enerzijds komt dit omdat de op-
lossingen snel ingewikkeld worden en niet kunnen worden af-
geleid uit de theorie van twee transmissielijnen, anderzijds om-
dat er weinig aantrekkelijke toepassingen bekend zijn die werk
op dit gebied zouden kunnen stimuleren.

De theorie van drie gekoppelde golfgeleiders zal beknopt
worden beschreven en worden toegepast op een geval waarbi)
de golfgeleiders in het E-vlak tot ringen gebogen zijn. Ingang
en uitgang van de middelste golfpijp worden daarbij met elkaar
verbonden. Deze configuratie is met een kleine wijziging bruik-
baar als draaikoppeling indien de middelste ring op de neutrale
lijn gedeeld wordt. Uitdrukkingen zullen worden gegeven voor
de transmissie als functie van de frequentie en de stand van
in- en uitgang.

r b ¢
E { ] E.-Jﬁr.t + 3':-]1'.1; n 2 E_”{._.,.. N I
X S S
1 IEI 3
E [I] B . Y i.h.n =t I ZE—J.}FI £ ]
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X
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2. Drie gekoppelde lijnen

In fig. 1 zijn drie gekoppelde lijnen geschetst. Gedacht wordt
aan rechthoekige golfgeleiders met golfvoortplantingen in de
TE,,-mode, die via de smalle zijde gekoppeld zijn. Voorts wordt
aangenomen dat de koppeling continu verdeeld is, de golven
zich alleen in de positieve x-richting voortplanten en dat de
tijdafhankelijkheid exp(jwt) is. De volgende vergelijkingen kun-
nen dan worden opgesteld:

e

T Jr&‘El = J5 (EI i Ez]

dx

l:IE'u . o s . . 3

——~ = —JpE, — je (E, + 2E, + E;) (1)
dx . '

dE, en o "

— == )BE, —jc (E, + E,)

d.x

waarin: f = voortplantingsconstante
¢ = koppelfactor

Oplossingen van de vorm E_ = exp(—jrx) kunnen worden ge-
zocht en blijken te zijn: r, = B, r, = f + cenry = p + 3c.

Met behulp van de randvoorwaarden: E (0) = 1, E,(0) = 0,
E,(0) = 0en E(0) = 0, E,(0) = 1 en E4(0) = 0 kunnen de
integratieconstanten worden bepaald en daarmede de coéffi-
ciénten van de strooimatrix;

~ o e
—jdcx - jcx., "
e .:r: + 2. E (0)
—jdcx Il I
E, (0) (2)
3
=j3cx. . =] N
e i E, (0)
ﬁ - S e
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Fig. 1. Drie gekoppelde lijnen.
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Fig. 2a, b. Amplitude en fase als functie van cx;
E (0)=1,E,(0)= E;(0) = 0.

Omdat gerichte koppeling is verondersteld, is hier volstaan met
een 3 x 3-matrix. Het verloop van amplitude en fase als functie
van cx is gegeven in fig. 2a resp. 2b voor het geval E,(0) = 1 en
E,(0) = E,(0) = 0. Voor geen enkele waarde van cx kan vol-
ledige vermogensoverdracht naar de lijnen 2 en 3 worden be-
reikt.

3. De ringvormige configuratie

De gevonden strooimatrix kan worden toegepast op de con-
figuratie van fig. 3. Alle lijnen zijn gebogen met straal r, terwijl
de middenring doorloopt. Het geheel kan worden opgevat als
twee zespoorten ter lengte van rfl, en r0,. Indien alleen poort 1
met amplitude = 1 wordt gevoed en de uittredende golf in
poort n wordt aangeduid met b, kunnen met behulp van (2)
de volgende vergelijkingen worden opgesteld:

# "-Il'a. ! / 1, ﬁ1 v ' / 1 ™
bs | = | B o By || by (3)
b o B oy by,

\ / \ 4 \ /

/ LY { *1 / %,
bio a, Py Y, b,
bu = ﬁz ‘IIz ﬁz &5 (4)
b i
AP sz B Xy 4 I 0 p
met
3 3
+3p,+2 -~ —3 |
mn:F,, P, _R":?nzﬁ"ﬂ P+ R"
; 6 6 (n=1o0f 2)
= | Ip” ]
,&ﬂ=‘a" R ,aﬂzﬂlnn
3 3 (5)
p E—Jrrﬂt PP, = E_Ifﬂzj_f"l'
e 1 P =
0 <86, < 2n)
R1 = e 1PTh ; K= g Ifriza=g,
Uit (3) en (4) volgt direct:
BBy + 7, 7,-D by + (8,0, + Y1 B1) bs ==y i
(0, B, + B, 7,) b, + (0,0, + B, B,-1D by =-§, (6)
By By + 2, 7,)b, + (B0, + a,B,)bs—b, = -1y,

Hieruit laat zich b, oplossen als functie van f, 0, en c. In dit
korte bestek zou het te ver voeren dit algemene geval uit te
werken. Beperken wij ons eerst tot het geval dat 6, = 2n, dan
geldt o, = 6, = len B, = y, = 0, zodat voor volledige ver-
mogensoverdracht van |1 naar 6 moet gelden:

.3 ]
E“ = }" + ! :I ?
L] 1 I—dl { }
Aan deze voorwaarde kan worden voldaan indien:
2piR, + 3piR,-p} + p,R, -3p-2=0 (8)
Ep‘]‘R, + R, -3+#0

Mogelijke oplossingen:

P1="I p1=j

9)

R, =1 R, =] R, = ~j
De laatste oplossing kan worden gerealiseerd met de kortste
linlengte en komt bovendien overeen met de voorwaarde voor

volledige overkoppeling bij twee lijnen. Beschouwen we dit

Fig. 3. De ringvormige configuratie.
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waarin m geheel voor de hartfrequentie.

4. De toepassing

Het verloop van de transmissie van poort 1 naar poort 6 als
functic van 0 is gegeven in fig. 4 (m = 5). De amplitude 1s
constant binnen + 0.25 dB, terwijl de fase maximaal 17" van
een lineaire toeneming afwijkt. Deze uitvoering is geschikt als
draaikoppeling indien de middenring op de neutrale lijn gedeeld
wordt zoals in fig. 5. Beide helften kunnen dan vrij gedraaid
worden ten opzichte van elkaar. De variatie van de amplitude
ten gevolge van het ronddraaien kan nog verminderd worden
indien men de voortplantingsconstante van de middenring
wijzigt. Dit kan gedaan worden door de breedte van de golfpijp
te veranderen. wat door de aanwezigheid van deling eenvoudig
is. De theorie van dit geval is ook te vinden op de bovenbe-
schreven wijze, maar is zeer bewerkelik.

De ringvormige draaikoppeling heeft het voordeel dat z1j op
cenvoudige wijze uitgebreid kan worden tot meerdere kanalen,
door identieke exemplaren te ‘stapelen’. Bij de gebruikelijke
coaxiale draaikoppeling is dit niet mogelijk. al kan men een

— » fase

1/4en fr = m + 1/4 dan volgt uit (6) voor Q!
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Fig. 5. Toepassing als draaikoppeling in rechthoekige golfpijp.

systeem met twee kanalen realiseren door de binnengeleider
ook als coaxiale lijn uit te voeren. Het ruime gatinde ringvormige
draaikoppeling maakt het bijv. mogelijk alle naar boven lopende
lijnen door de gaten te voeren, en de naar beneden lopende aan
de buitenzijde te houden. Naast het nadeel van verandering
van de fase met de stand heeft dit soort draaikoppelingen een
beperkte bandbreedte: 5 a 107 Het gedrag als functie van de
frequentie kan eveneens uit de boven gegeven uitdrukkingen
worden berekend. Er treden in de 0°-stand stopbanden op nabij
frequenties waar de weglengte door de middenring een oneven
aantal halve golflengten is. Een praktische uitvoering voor
frequenties van 8800 ... 9200 MHz heeft de bruikbaarheid
van de rekenwijze aangetoond.
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Modern and classical antenna design techniques

by dr. ir. M. S. Afifi,

Engineering of Page Communications Engineers,

Summary: A short review is given of the history of antenna design techniques. Some viewpoints are explained for
modern techniques in comparison with the classical ones. More attention is given to frequency-independent an-
tennas and the necessity of finding simple mathematical concepts in order to comply with the requirements of

evolving physical pictures.

1. Introduction
Electromagnetic waves are controlled by physical rules which
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are formulated in a compacted form by Maxwell’s equations.
The antenna is a device for generating these waves with given
\

specifications which are determined by propagation require-
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ments. This antenna must also comply with other requirements
which insure complete transmission of electromagnetic energy
from the generator to free space, when transmitting, or from
free space to the receiver, when receiving. The problem is to
find an adequate configuration and material for this device
in order to verify the previously mentioned requirements. In
general there i1s no routine method for solving this problem.
Since the early days of electromagnetic waves attention has
been directed to applying metallic conductors. Recently, loss-
less dielectric materials were introduced [1] and lately, semi-
conductors [2, 3] and superconductors [4] are being success-
fully applied in design of active and passive antennas.

Disregarding the problem of material choice, it is very
difficult to find by analysis a metallic antenna configuration
which complies with given requirements of impedance and
directivity. Development in this area is a matter of experience
and convenience. It is striking to mention that when the com-
puter was invented — with its great storage capacity — some
workers in this field thought that it could replace the require-
ment of experimental work as it is able to give the needed
information, just by solving Maxwell’s equations with boundary
conditions on the antenna surface [5]. In this statement though,
no attention was given to how to choose this surface. The
antenna problem however, is such that neither the current
nor the surface configuration are known. Classical antenna
design techniques, or antenna theory, is based on choice of
the configuration and then finding the current distribution.
the impedance, the radiation pattern and the frequency cha-
racteristics. The difficulty of choice of the configuration to suit
required radiation patterns has stimulated modern develop-
ments of antenna arrays [6], where a lot of flexibility exists in
arranging and feeding different elements.

The object of this paper is to throw some light on usual
antenna design techniques and a trial to find an adequate way
which can be followed in the design considerations. As the
subject is too comprehensive to be adequately condensed into

a small article. few points are cz-lrefuII}f selected to give clear
representation, without loss of generality, applicable to most
antenna types.

2. General considerations

Developments of antenna theory are always mentioned in
connection with solutions of Maxwell’s equations for different
known antenna configurations, and a classical discussion of
antennas is usually based on some simplified assumptions
which do not fit very exactly into a rigorous theory. This began
in the early days of electromagnetic wave theory with the
discussion of Hertz's experiments. Hertz is the founder of
antenna theory: after few years from the publication of Max-
well’s treatise on electromagnetic theory he has solved the first,
the simplest and the most basic antenna problem of a small
capacitor antenna (oscillating doublet or Hertzian dipole).
After the year 1900 [7, 8] a number of very important theoretical
papers were published on spherical, ellipsoidal, cylindrical and
biconical antennas. These gave better understanding of the
phenomenon. For time dependence of ¢’ the solution of Max-
well’s equations (with the boundary conditions on the surface
of the antenna) is found possible only for certain values of w
(the so-called proper values) and these are derived as complex
quantities. From these complex quantities the Q-factor of the
antenna can be defined by analogy to normal resonance circuits.
If w = o, + jo, from the free vibration of the antenna Q , will
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be @,/ 2w;,. It has been learned also that the Q-factor of spherical
antennas for different modes are very small. some of which are
even zero, which corresponds to damping without oscillations.
This certainly showed that spherical antennas are typical ex-
amples of wide-band antennas.

3. Linear antennas

The current along a thin ellipsoidal antenna and long prolate
spheroids shows practically sinusoidal distribution when the
length of the antenna is half a wavelength, which corresponds
to resonance. The distribution deviates from this sinusoidal
form away from resonance. The sinusoidal form is the base
for what 1s called the conventional theory of antennas. Linear
antennas of half a wavelength are assumed, with a good degree
of approximation, to carry currents having this form.

More accurate determination of the form of this distribu-
tion Is required for longer antennas. Trials to achieve this re-
quirement began by Hallén for getting an approximate solu-
tion for the z-component of the vector potential, A, due
to currents flowing in the longitudinal direction of a linear
antenna parallel to the z-axis. The differential equation for
this vector potential is given bij

& . e
_1-|—k2 A (2)==j—=V,63(2)
dz” w
where k = 2m//, 4 being the wavelength of electromagnetic

radiation; 6(z) is the Dirac delta-function and ¥, is the applied
voltage at the central gap of the linear antenna, whose length to
diameter ratio is assumed to be large. The solution of this
differential equation yields the following integral equation for
the current distribution [9]

]

E'J#r J 1T [ I.
J I (z)- dz’=<jdnl(p /e ) >{Ccoskz + — V', sin kiz|
r

A l l s

where / is half the antenna height, r = {(z—2")* + a?}*, ais the
radius of the conductor, ka<< 1, a << h and C is a constant
which can be determined from the boundary conditions.
King [9] and his colleagues proposed different methods for
solving this integral equation with some approximation. They
could develop lately various practical solutions for this integral
equation. Their three-term method gave good approximation
to practical measurements. They could also extend their five-
term method, which is concerned with two parallel antennas to
include any number of parallel antennas. A nice survey of these
effortsis given by King, Wu and Chen in a recent publication [10].

The efforts directed to the solution of the previously men-
tioned integral equation in nearly 80 years did not contribute
as much to the design techniques of linear antennas, as the
contribution of the conventional theory of antennas which is
based on the concept of the sinusoidal form of the current
distribution. This simple concept and others which are intro-
duced into the antenna theory early after 1900 could lead to
a lot of developments in antenna design techniques. One of
these developments, and the most important one, is the Yagi-
Uda antenna, which has been in use since 1926. Some practical
and theoretical design techniques of this antenna [11] appeared
in 1954. More accurate calculations for the current distribution
on this antenna have not been available till the last few years when
many workers began to formulate the problem systematically
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by the availability of the previously mentioned expressions for
multielement systems [12].

The bandwidth of a linear antenna is determined by its
thickness. This phenomenon has been learnt from the charac-
teristics of the prolate spheroid. It has been proved that the
thinner the prolate spheroid in question, the higher the equi-
valent O and the smaller the frequency bandwidth. Very thick
antennas approach, in their configuration, the previously men-
tioned sphere, which has been proved to be a typical example
of a broadband antenna.

4. Frequency-independent antennas

These are known since 1957 when Rumsey broke the antenna
bandwidth barrier with his angle concept. This concept was
already known to Rumsey earlier than 1957, but he delayed
its publication until Dyson demonstrated in September 1957,
in the antenna laboratory of Illinois University, that the log-
spiral is indeed frequency-independent. The representation
of the field generated by a frequency-independent antenna is
easy if Maxwell’s equations are written in a form for which
the differentiations are performed with respect to the normalized
dimensions to the wavelength. When these differentiations are
represented by rot’, Maxwell’s equations reduce to [13]:

rot' E oc Hand rot' H o E,

where the constant of proportionality is independent of the
frequency. This means that if the tangential field on the surface
of the antenna is fixed, and the dimensions of the antenna
scale with the wavelength, the antenna will be frequency-
independent. The next problem now is how to find the antenna
which satisfies this specification and which suits the required
application. At this point the ability of the human brain to
understand the physical phenomenon and find out the adequate
configuration of the antenna comes into action. In 1957 Du-
Hamel and Isbell invented the log-periodic antenna which has
found more wide applications than the original antenna de-
scribed by Rumsey. It is interesting to mention also that some
désigns of the log-periodic antenna which were first proposed
by Turner did not work (these designs were not published but
remain in the history of development of these antennas). In
1959 Isbell’s first log-periodic antenna could work. Lo [14]
grasped the concept of an active region which moves with
frequency and saw the necessity of the twisted feeder or reversal
of alternate dipoles. This concept and the universal relation
which relates the antenna impedance to the impedance of its
complementary structure (4Z,Z, = Z,*) are the most power-
ful tools in this field. The analysis of these antennas (some
workers in this field call it ‘theoretical work’; to my idea the
theoretical work includes also the stage of finding out the
shape of the antenna structure as well as its material) lagged
in time, until experimental results were available for inter-
pretation, because a rigorous solution of Maxwell’s equations
is prohibitively difficult for their complicated structure. Mittra
and his colleagues published some papers in the last few years
on these analyses [15, 16].

5. Microwave and superdirective antennas
In the field of microwave antennas the developing procedure
did not differ much from that of the previously mentioned

types of antennas except that the idea of using metallic reflectors
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and lenses as antennas is taken from the known optical devices.
The most useful concept which is of wide application in this
field is the fourier transform relation between the radiation
pattern of an antenna and its aperture field distribution [17].
The author succeeded to find mathematical concepts which
were helpful in simplifying the design techniques of parabolic
and other modified types of reflector antennas. The most
simple concept is what is called the edge relation for the illumina-
tion function at the reflector edge [18, p. 46].

In the field of superdirective antennas many efforts are in
process since the publication of Bouwkamp and de Bruijn [19]
in which they have shown that there is no limit for increasing
the directivity of the antenna by choice of an idealized current
distribution. There are practical limitations for this phenomenon
because of the large amplitudes and high rates of phase varia-
tion of these currents on the antenna structure [20]. This un-
favourable condition arises not only when it i1s attempted to
increase the directive gain excessively, but also when it is re-
quired to closely approach a desired nonrealizable directive
pattern or to realize unjustified decrease in the sidelobe level
(21, p. 1788]. An example of the phenomenon of superdirec-
tivity which is associated with excessive decrease in the side
lobe level is given in [18, p. 92].

6. Conclusions

From the previous discussion it is easy to see that the antenna
design techniques present the following three stages:

1. The stage of finding an adequate configuration of the an-
tenna to satisfy the radiation requirements and to suit the
field of application. In this stage idealized situations can be
studied, from which simplified assumptions and conclusions
may be obtained. This stage is characterized by fascinating
simplification of the electromagnetic theory in combination
with observation which give physical insight into the problem.
Successful results in this stage depend on our stored know-
ledge as to the behaviour of fields and currents. This can
help in correlating the simple facts of electromagnetic phe-
nomena and constructing a pattern for the current distribution
and its supporting structure in order to arrive at the adequate
configuration. It is interesting to mention here the words of
Rumsey in the introduction of his book on frequency-inde-
pendent antennas [13]: ‘Research in this area has uncovered
many striking phenomena which Temain unexplained, and has
generated solutions of Maxwell’s equations which have yet to
be observed’.

2. In most of the cases the proposed construction in the previous
stage may be complicated or it may not work. Therefore it is
preferred preliminarily to test the possible practical applica-
bility of these antennas before proceeding to the stage of anal-
ysis. This helps, firstly to gain more experience for inter-
pretation and guidance of the assumptions for mathematical
solutions of the complicated configurations, and secondly to
avoid the risk of time waste if, for some reason or another
which could not be seen in the first stage, the originally pro-
posed constructions are not practically realizable. This stage,
and the previous stage, are especially essential for antennas in
which unconventional materials, such as semiconductors, may
be used.

In addition to this conclusion it is interesting to mention
these words of Levi [22]: ‘Measurement is fundamental to all
science, and the formulation of concepts used in such measure-
ment is itself an important part of the science’.
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3. Experience from the previous two stages is essential for
performing useful mathematical analysis. The object of such
analysis is to help the designer in evolving his original physical
picture and bringing order to the multiplicity of facts obtained
in the first two stages. When, sometimes, a quantitative solution
of the problem is hard to find, those physical pictures often give
qualitative answers. Maxwell’s equations themselves express a
physical point of view. At this point it is interesting to mention
the definition of ‘practical solution” as given by King [9, Chapt.
9]: “Solutions are called practical if they combine reasonable
quantitative accuracy with formal simplicity in a physically
meaningful representation. Such solutions can be used. on the
one hand, to solve engineering problems and, on the other
hand, to illuminate the underlying physical principles in their
relation to the actual situation’.

As the simplicity of the mathematical formulation of an-
tenna problems contrasts sharply with the complexity of its
solution, the stage of developing a useful practical solution is
the longest and difficult stage, especially when the designer 1s
guided by others’ physical concepts. Some desi gners, however, -
use concepts which are inconsistent with Maxwell’s equations
and yet with this aid some approximate results have been ob-
tained. Such a concept is that the power losses due to radiation
produce the same effect on transmission of waves along con-
ducting wires as losses due to dissipation. We hope that the
use of modern computers with their modern useful applications
will give a hand to help shortening this stage of antenna design
techniques.

Finally, it is clear to see that the theory of antennas with its
three closely related stages is a typical example of the close
relation between science and technology, the relation described
by Bondi [23] as that of ‘the chicken and the egg’: you cannot
have the one without the other. This is actually the physical
nature of science.
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tions.

1. Introduction

In considerations regarding the formation of images through
the illumination of a hologram, authors always use, from the
beginning of their calculations, approximations based on the
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Asymptotic theory of holographic image formation

by dr. ir. H. J. Frankena, Delft University of Technology, Department of Electrical Engineering

Summary: Using the exact formulas of scalar diffraction theory, the field behind an illuminated hologram is
investigated. The results are expanded asymptotically as k — w0,leading to expressions which describe well-known
phenomena that usually are deduced from approximate expressions valid only for restricted classes of configura-

smallness of the optical wavelength as compared to the spatial
distances in the configuration and from the smallness of the
object, the hologram and the images as compared to the dis-
tances between them. The present account intends to deliver
a more exact theory on the same subject, thereby only em-
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phasizing the smallness of the wavelength with respect to the
various distances in the configuration. Our aim 1s to show
the application of certain methods rather than to give the most
general proofs. Therefore, we often shall restrict the account
to simple cases.

The electromagnetic field will be represented by the complex
scalar function U(x,p,z;m) (see, e.g., [1]), where we assume the
field to vary harmonically in time with the factor exp(—iwt);
this factor is suppressed in all subsequent formulas. The func-
tion U is a solution of Helmholtz’s equation

ViU + k*U = 0, (1.1)
where k = @/c is the wave number and ¢ = velocity of propaga-
tion of the optical waves. :

We follow the well-known procedure in which we firstly
calculate the intensity | U/|* at the place of the hologram during
its formation and then, assuming the transparency of the holo-
gram after development to be proportional to this intensity,
calculate the field created by a wave after its transmission
through the hologram during the reconstruction phase.

The field U during the formation phase consists of the super-
position of the field U,,, coming from the illuminated object
and of the field U, usually called the reference wave. From
a known object, illuminated by a field U of angular frequency
@, and placed in a homogeneous and isotropic medium we have
the contribution [2]:

U::h (I, y* Z, m:) = J:[ {BU {xuh"‘ -Pﬂh' znt:: ml)"laﬂ i 3
ob jee

exp (ik, R )
11'7.‘:}21.1!;!

= 2 e ST T .:;_:I}i[i.@'iI — Rﬂh‘ﬁ)f}"ﬂnhﬁﬁﬂ} dsS,,

(1.2)

where ¢/cn denotes the derivative at the surface of the object
in the direction of the inward normal and k| is the wave number
in this situation. Here, R, stands for

R, = {(x=x,)> + 4=y, + (z—2,,)} 20 (1.3)

Choosing the medium to be lossless we know that k, is real.
For the reference wave we insert a plane wave of the same time
dependence as U,,, travelling in a direction given by the phase
vector f§,. Its field U_, 1s then

U, (x,y,z:0,) = A, exp(if, ' ) (1.4)
where
r= xi, + yi, + zi, (1.5)

and A4, is a constant. We imagine the hologram to be situated
in the plane z = 0 and the fields U, and U are assumed to
be incident from the half-space z < 0. The total intensity of
light I incident upon the film is then

I{x’yj=|unh+Ur:f|§=D_:
= | 'U.;_.h {I.,_]J’., 0 :f-ﬂlj | * + | U,cf{-rr}’sﬂd ;MI]FI +
+ Uy (6, 9,075 00,) U (6, 3,075 @y) +

+ % (60,0 s 0,)) U (%, 7,075 @) (1.6)

We suppose, in accordance with statements from specialists
in this field, that the transparency ¢ of the developed hologram
is directly proportional to /. If, during reconstruction, a wave
coming from z < 0 strikes the hologram, the field transmitted
through the hologram will be
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Ulx,y,0"sm,) = t(x,y) U, (x,5,0;0,;)
(x, y on the hologram), (1.7)

where U, _ is the wave function describing that wave. We
assume the angular frequency during reconstruction to be w,.

Taking for U, again a plane wave, we have
U.. (x,y,2;0,) = A, exp (if, - 7) (1.8)

where A, is a constant. With (1.7), the function Ul(x, y, 0"; w,)
is, apart from a constant factor, equal to the product of the
expressions at the right-hand sides of (1.6) and (1.8). At points
in the half-space z > 0, the field U can be obtained by application
of a representation theorem. We let the hologram occupy the
rectangle —a<x<a, —b=y=h, z=0; outside this rectangle
we take the factor 1 in (1.7) to be zero. Let the wave number in
this situation be k,; then, from the representation theorem for
a half-space [3]

U ('rhm" -Pim' :'rim:| ml} gatan: i [ j U {.I, Ys u; “-":-:} A
2m
exp (ik, R
= E!f P{ 2 lm} dxd}' {1.9}
azim Rim
we arrive with (1.5) ... (1.7) at
a h
U{Iim" yim‘ :im: mZJ =£ .[ J‘ Urm: IZI, Vs U; mz) X
=i —h

X

exp (1k, R, )
a { p{ - ™ }[rUnblll—i_'Urtrl'z-l_Uuh U:Ef-l-

ﬂzim Rim
+U U _,]dxdy (z,, > 0) (1.10)
In these formulas, R, denotes
R = [(im=2)2 + Opm—2)* + 2,122 0 (1.11)

¢ is a constant factor while the arguments of U, and U ; in
the expression between square brackets have been given in (1.6).

2. Discussion_of the various contributions to the wave function
during reconstruction

In order to discuss the result (1.10), we consider the contributions
of each term between the square brackets separately.

a. Inserting (1.8), we obtain from the first term a contribution
of the general form

a b
0 ; ;
U|:§_ j‘fl{xmf}ﬂxp“ﬁllxx+|_B3”,_]—'+
zim =d i
4 ik, R )R~ dxdy @.1)

where in this case f, (x, y) contains information concerning the
amplitude of the field coming from the object but not concerning
its phase. In many calculations, authors do neglect this term
in comparison with the next term in (1.10). This procedure
seems to be incorrect, as most experimentors try to obtain almost
equal values of | U . |* and | U, |* at the hologram plane during
the formation. |

In view of the fact that k, has a large value for optical fre-
quencies, we can expand the integral in (2.1) asymptotically
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as k,— 0. Thereby, we assume |U,,|* to vary slowly as com-
pared with the exponential functions in (2.1) (both 8, _ and
B,, , contain a factor k,). We apply the method of stationary
phase [4]; for simplicity, we restrict the considerations to the
first approximation in which only the contribution of the
stationary point is taken into account. Introducing the direction
cosines 7, ., 7, , and V2, - through

(2.2)

we obtain from (2.1) by subsequent application of the method
of stationary phase on the integrations with respect to yand to x:
UI - J'I!:.l (xim‘ -Pirn* zim.] X {23]
X exXp {1k, (7, X + Y25 Vim+ V2,2 Zim) | (2 >0,k,— o0)

where F| is an algebraic function of the coordinates Xims Vigas
z,., In which a.o. the function f, from (2.1), calculated in the
stationary point x = x,_ ~V2.x1Zi V2,25 Y = Yigs = V2| Zin/ V3. )
appears as a factor. We do not consider the special case 7, . = 0
(striking incidence on the hologram), which has no practical use.
From this, we obtain a non-zero contribution for any X, ¥ims
Zim 1N the relevant half-space; it forms nowhere an image and
acts as a spurious illumination, spoiling possible images created
by the further contributions to U in (1.10). We remark that
the asymptotic expansion can be extended to one giving con-
tributions of higher-order terms too, such as the contributions
from the end points of the intervals of integration. However,
such an extension will not lead to a solution that yields a better

understanding of the phenomenon described by U,.

b. Considering the second term between square brackets in
(1.10) we remark that, from (1.4), |U,|? is only a constant
while U, (x, y, z; @,) is a solution of Helmholtz's equation
with the same angular frequency w, as occurs in the factor
between braces in (1.10). Then, on account of the uniqueness
of the contribution U, as given by

a b
2 7 lexp(ik, R,
U2=E|A,|"f JAUm[x,,P.D:mE}aa*{ P ik, ’“L]} dxdy

-

-

m

e im

(2.4)

for a known distribution U, (x, p, 0; w,), the field U, is,
apart from a constant factor, the plane wave U... from (1.8)
which propagates through a rectangular aperture into the half-
space z;, > 0.

Hence, this second term describes a contribution which
consists of the reconstructing plane wave which travels through
the hologram into the half-space z,, > 0, thereby undergoing
a change in amplitude.

c. Inserting (1.2), (1.4) and (1.8) into the third term of (1.10),
we arrive at the contribution U, :

et I]
azim

a b
{J.J. f.] (Iuh’ y-u-b" zuh: X, Y, D_) R;:I: R:rl" .
uhjeql &

x exp (ik, R, + ik, y, .x + ik, Yo ¥+ ik, R —ik, v, x—

— ik, v, ,») dxdy ; dS,, (2.5)

I
J

where y, . and y, | come from :{II in a way similar to (2.2).
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Here, f, is the function between braces in (1.2) multiplied by
a constant. For simplicity, we restrict the calculations to the
case k; = k, = k and, again, try to obtain from (2.5) an asymp-
totic expansion for U, as k — <0 by means of the method of
stationary phase. Furthermore, we put V1,2 = V3 .a0d %, . =
V2, , Which means that U . and U__ propagate in the same
direction.

Writing the exponential function at the right-hand side of
(2.5)1n the form exp | kh, (x,y)}, we know that in the stationary
point ¢h,/éx = 0 and Chy/dy = 0 simultaneously, or

(x—x,,)/R,, = (Xim—X)/R,, (2.6)

{_]" -_-]".nh }"'Ir'Rnh = {-vi:m =0 }"III'R:iH'l

In order to visualize the first relation, we consider Fig. | and
remark that in the stationary point we have sin(e,,) = sin(a, )
or, in this case, «,, = «,_ (in Fig. 1, the points P, and P, have
the co-ordinates x,, y,, z., and Xim> Yim» Zims» TESpeEctively).
The set of points in the plane z = 0. satisfying this relation, is
a curve of which in any case the point P (being the point at
z = 0 of the straight line between P_, and P, ), 1s a member.
Analogously, the second relation (2.6) yields a set of points
containing P. Hence, we may conclude that P is the stationary
point; its co-ordinates are

{‘xa:lh:im P Iim‘?nh )'”: zim — :l:rh }" I:ynhzim _-Fim zu-l:r};lllr zim i zul:r }* ﬂ

(recall that z; < 0). Further we remark that for k, = k, we
have -

hy(x,9) = Ry, + R, (2.7)

which in the stationary point P is equal to the distance R
between the points P, and P, .

After application of the method of stationary phase at the
integrals with respect to x and y, we obtain from (2.5)

exp(itk R, )
J. 2 . = P{ olrim ds

ahim

U=

a &y 7 ¥y
3 FJ I:']th' J uh* < uh? 'rlm' ) im* “im ab

ohjec) abim

I:.lfl. — o) (2.3}

in which F, is, apart from a constant factor. equal to the product
of the expression between braces in (1.2) (which itself. provided

Fig. 1. The geometry from which the stationary point P is deduced.
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that R, # 0 (object outside hologram plane), can be reduced
for k — o0) and an algebraic function of the co-ordinates of
both P_, and P,_. This function, which is related to the second
derivatives of i, in the stationary point, will be almost constant if
z . varies only slightly over the object and if |z | 1s large as
compared with |x, —x,,|and |y, —¥,,|- In that case, the right-
hand side of (2.8) is proportional to the right-hand side of (1.2)
with x, v, z replaced by X, , Vip» Zim- This means that then the
field U, for z,, > 0 s, apart from a constant factor, the analytic
continuation in z,_ > 0 of the field which was created by the
object in its original position. It means the occurrence of a
‘virtual image’ at the same place as where the object was situated
during the formation phase. If, however, |z,,| 15 not large
enough. the algebraic factor in F; will cause deformation of
this image.

The present considerations apply only to the case where the
size and position of the hologram are such that the stationary
point is inside the intervals —a<x<a, —b<y<b. In any other
case, an asymptotic expansion will yield only the higher order
effects due to the boundaries of the hologram and no virtual
image can be seen. This is easily demonstrated in an experimental
setup by choosing the position of an observer (X, Vims Zim in the
formulas) improperly.

d. The last term between square brackets in (1.10) yields the
contribution

a b
0 S
L.qu:_ J. {j"“ f-l- {Iuh"-}}ﬂh‘ znb: X, _}".D }Rntl! Rt:n *
lt:3'?"F1rr| objeci o

x exp(—ik, R, + ik, 7, X +1k;7; ¥ + ik, Ry + 1K, 7, X+

+iky 7y, ,7) dxdy! ds,, (2.9)

)

with the same notation as used in (2.5). The function f; differs,
apart from constants, from f in the complex conjugation of the
expression between braces at the right-hand side of (1.2). Again,
we put k, = k, = k and we write the exponential factor in the
integrand as exp |ikh, (x, ¥)}.

The considerations are now restricted to the simple case
Vix = V1., = Y2a.x = V2,5 = 0, i.e. the case that both U,
and U___are travelling along the z-axis. Then we have

h,(x,y) = =R, + R, (2.10)
The stationary point follows from
{I—Iuh]-"{‘ﬂab o _{xirn-x}flfﬂim {2 1)

[_}"_J"'uh}-"llﬂub = _[.Fim—y :'-"IIRirn

It is now simpler to proceed algebraically than to follow the
geometrical observations of the preceding section.
From (2.11) we deduce (as z,, < 0)

(x = X ) (X = X1) = (V= Vo )/ ' = Vi) = R/ Rimm = — Zon/ Zim (2-12)
From (2.10) we can write

hy= % {Ry' + Ry,* ~ 2R Ry i (2.13)

in which, in the stationary point, with (2.12) 1
R R, = R,* (x—x)/[(x—%,) =

= (x—x,) (x=x;,) + 0= Vo) V= Vi) — ZopZim (2.14)
[nsertion of (1.3) (with z = 0), (1.11) and (2.14) in (2.13) leads to
hy= £ {(Xoo—%im)* + Vo~ Vim)” +(Zop + Zim)” } 1= £ Ripim (219

in the stationary point, where R/, is the distance from the
observation point x,_, ¥, , z;. to the point X ,, V. — 2, The
sign in (2.15) has to be chosen in accordance with (2.10), in
which R, and R, are both positive. Hence, in the domain
R, = R, we arrive at an asymptotic expansion for the inte-
grations with respect to x and y in (2.9) of the form exp (kR i)
times an algebraic factor which is practically constant when
|z,, | varies only slightly over the object, while |z, | > | X;p, — X
and |z,,| > |V;n—Ves|- FOr R, < R, this expansion has
exp (—ik R’ ) as the exponential factor. Now, we obtain for
U,.

e 3 d
L .2 J F4 {Iah* Yobr Zob Fim® Vim? zim} &
= uhject

exp ("ik R,
v p( ' i1hll‘ll} dslm

obim

(k — =n) (2.16)

For R, < R,,, this means waves converging to a domain found
by mirroring the object with respect to the plane z = 0: for
R, = R, these waves are diverging from that domain. This
means, physically, that a ‘real image’ is formed there. All remarks
in section 2 c¢. concerning the deformation of the image by the
above-mentioned algebraic factor and concerning the non-
existence of this image if the size and the place of the hologram
are ill-chosen, apply here too.
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Een gegeneraliseerde Schlomilch-reeks

door ir. H. W. F. van 't Groenewout, Rotterdam-Overschie
Dedicated to Professor 1. P. Schouten on the occasion of his retirement

Summary: A generalized Schlomilch series.

An itemized survey is given of several infinite Bessel series which are closely related to the well-known Schlémilch
series. The series studied were derived from an investigation of the quantization noise that goes with a pulse-code-

modulation svstem.

1. Inleiding

Toen kort na de oorlog, mede onder invloed van het baan-
brekende werk van Shannon op het gebied van de informatie-
theorie, belangstelling ontstond voor niecuwe modulatiesystemen,
gal Schouten een zeer oorspronkelijke methode aan om de ver-
vorming te berekenen die bij pulscode-modulatie (PCM) in de
vorm van quantiseringsruis optreedt. Daarbij werd gebruik ge-
maakt van de laplacetransformatie om de sprongen die ontstaan
als het signaal achtereenvolgens de equidistante drempels over-
schrijdt, mathematisch weer te geven. De resultaten van deze
studie werden gepubliceerd en naast een inzicht in het juiste
gedrag van de modulatieprodukten werd een bevestiging ge-
vonden van de grootte van de signaal-ruisverhouding van een
dergelijk modulatiesysteem zoals die door anderen langs geheel
verschillende weg was gevonden [1, 2].

Bij deze studie kwam het, kort samengevat, hier op neer dat
de gezochte quantiseringsruis kon worden uitgedrukt als de
fourierontwikkeling van de zaagtandfunctie waarbij als abscis
niet de tijd zelve doch het ingangssignaal als functie van de tijd
gekozen wordt. Dit leidt voor bijv. sinusvormige ingangssig-
nalen tot uitdrukkingen van het type

e = | . |
2.‘ : sin |27trA sin (wi)) (1)
r=1l e

Een nadere uitwerking van deze reeksontwikkeling leert dat de
amplitudes van de gezochte modulatiecomponenten gegeven
worden door reeksen van het type

Y. _ aJ,@rrz) 2)
een oneindig voortlopende reeks dus van Besselfuncties van
de eerste soort waarbij het argument van iedere term evenredig
is met de rang van de term. Reeksen van dit type zijn eerder
onderzocht door Schlémilch en anderen, doch voor het be-
trokken onderzoek bleek het noodzakelijk te zijn een verder-
gaande studie te maken van reeksen van een meer algemeen
karakter en wel

b

Zr_l aJ (2rrz) ¢(2wry) (3)
waarin ¢(2mnry) een goniometrische functie voorstelt.

Gezien de bijzonder snelle en elegante wijze waarop men met
de laplacetransformatie het doel had bereikt, lag het voor de
hand om ook voor de sommering van deze bijzondere reeksen
van dezelfde transformatiemethode gebruik te maken. De
resultaten van de berekeningen langs deze weg en wel van
reeksen van het type:

Ju | (RRFE)

z:ﬂ (4)

(rerz)

2 oy I 20+, (277 2) (5)

i (rerz)

o J . 2r@r 1)z

Y, ,, (6)
i (2r<1) z}

werden in een intern rapport [3] vastgelegd en de toegepaste
rekenmethode in een publikatie [1] in hoofdlijnen weergegeven.

In het onderstaande zullen wij ons bezighouden met de sommatie
van de meer algemene reeks

o Iy, ., (2nr2)
Dy

die behoort tot de categorie onder (3) genoemd en waarvan in
wezen de reeksen (4), (5) en (6) als .limietgevallen beschouwd
kunnen worden voor respectievelijk y = 0 en y = 1, terwijl de
recks (6) gevonden wordt door het verschil te nemen van (4)
en (5). By deze berekening wordt om de mathematische aar-
zelingen te overwinnen, die nu eenmaal inherent zijn aan een
rechtstreekse toepassing van de laplacetransformatie bij de
termsgewijze integratie van oneindig voortlopende reeksen
waarvan de mate van convergentie a priori niet vaststaat, een
meer klassieke analytische weg gevolgd.

cos (2rry), (7)

(rerzYy

2. Berekening voor n = ()

Als inleiding tot de berekening van de reeks (7) onderzoeken wij
allereerst de reeks gegeven door

J, (2rrz)

}'_r cos (2zry) (8)
P=1 (rrz)

waarin J, de Besselfunctie van de eerste soort en orde v voorstelt
en zowel v, v als = reéel verondersteld zijn. Voor z beperken we
ons tot waarden groter dan nul, terwijl op grond van de periodi-
citeit van de goniometrische functie zonder verlies van alge-
meenheid y beperkt kan blijven tot het interval 0 < y < 1.

Daartoe bepalen we allereerst de waarde van de uitdrukking

VR J (2mrz)
S (mtrz)

cos (2rry) (9)

Op grond nu van de integraalbetrekking van Poisson voor de
Besselfunctie van de eerste soort en orde v:

I, (x)=2 _(; T)
,. H(p_l)u(_ ')-[

2 2

I
— 1
2

cos [x sin(¢)}cos” (¢) do
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geldig voor v > - % kan voor (9) geschreven worden:

J (2rrz
.._.__"{ sl ]CDS (2rry) = 2 X

()

I
le lf::. cos {2nrz sin (¢)} cos 2rry) cos® (¢)d¢  (10)

ZH
r=1i

(xrz)

Na sommering van de eindige reeks onder het integraalteken
en onder gebruikmaking van de bekende relatie voor de [I-
functies:

1
—_— T

2 J‘2 cos™ ' (¢) sin® 7' (¢) dg, (11)

L]

mx-Hmy-1)
IH(x+y-1

geldig voor x > O en y > 0, ofwel v > —3, gaat (10) over in:

ZH_ J (2nrz) o ] 5 | y
=t (mrz) 211(v) 217 1__1 17 1
.I.- by
r sin{@R+ Dr(zsin(e)+ 9 oo 4y a4
0 sin {r (z sin (¢) + »)
-5 }
5 .[3 sin {(2R+ D) (z sin(¢) — )i cos®” (¢) do (12)
6 sin {7 (z sin (¢) — p)}

Wijziging van de integratievariabele in de eerste integraal van
(12) door t = z sin(¢) + y te stellen en in de tweede integraal
door de substitutie 1 = z sin(¢)—y en overgang tot de limiet
R — oo geeft als resultaat

J (2rrz)

(rerz)"

Y'.l'

|

cos (2rry) + =
211 (v)

= l]mﬂ_. >

(22— (t—y)P) 2dr 4

J: 7 sin{(2R + ) i)
o sin (wct)

e

-3
{(z2—@+y)} zdi (13)

y Y sin{(2R+ ) mt)
4 sin (7ct)

=

Afhankelijk nu van de waarden van (z 4+ y) en (z — v) kunnen
drie gevallen onderscheiden worden:

a. 0<z<y=<1lInditgevalisO<(z+y)<len—3<(z—y)
< (0, zodat door tekenwijziging in de tweede integraal voor de
som van beide integralen geschreven kan worden:
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1

R —a i |
222 T (,, _ _) 11 (_ _)
2 2

J“" sin{(2R + 1) et

§ sin (mt)

Iim

-

1
(22— @—yp)} 2dr (14)

Nu leert het onderzoek van de integraal

1
_!-'+= I i

I (22— -7 2 g, (15)

sin ()

dat deze na substitutie van een nieuwe variabele
E = (t—y+2)/(y+z—1) evenredig is met

a LY

| —————————a 6)
o (£4+1) sin[n{y+@E-1)z/(E+D}]

waarin de integrand = O0( " ¥ als y # zen = G(E=""9
als y = z. De integraaluitdrukking (16) convergeert dus absoluut
alsv> — Jeny # zenalsv > jeny = z, zodat op grond van
het theorema van Riemann-Lebesque de integraaluitdrukking
(14) = 0(1). Daarmede vereenvoudigt de uitdrukking (13) zich
tot het eindresultaat

e o EEET
X Tplkenre) }C{}S Q2rry) + l

=0 (17)
2[1(v)

1 = 1 i 1
als—+ <v=jen0<z<y=jenalsv>3jenl<z=y=<3

(merz)”

b. 0<y<:z=1iInditgevalisO<(z+y)<len0 <(z—y)
< 1 en beschouwing van de beide Dirichlet-integralen van de
tweede soort in de uitdrukking (13) leert dat gezien het monotone

verloop van de functie
1

(2" —(-y)"} 2 (13)
voor R — oo de waarde van de integraal gelijk 1s aan

| 1
= s 1
I 2 1 a I 2 =
—%I-U—ﬂﬂ +—{r—U+yr} (P -yY) 3
2 =10 2 I =0
waarmede (13) overgaat in het eindresultaat

o J,(2rrz)
E: S

=2 rrz)

cos (2mwry) +

A1)

- (19)
22 IT (1- - 1) 11 (— —1)
2 2

alsv> —;en0sy<z=1

c. 0=sy=<3i<zInditgevalis(z+ ») > len(z—y) > 3.
Stelnudat (z + y) begrensd wordt door het interval k < (z4y) <
(k + 1), waarin k een geheel en positief getal (k = 1, 2, enz.)
en (z—y) begrensd wordt door het intervalm < (z—y) < (m+1),
waarin m eveneens een geheel en positief getal (m = 1, 2, enz.).
Beschouwt men nu vervolgens de eerste Dirichletintegraal, dan
ziet men dat de integratievariabele ¢ alle gehele waarden van
1 tot en met k doorloopt. Splitst men nu vervolgens de integraal
in de intervallen 0 = 1, 1 -2, ..., (k=1)—=k, k= (k+1),
dan levert iedere deelintegraal een bijdrage gelijk aan de halve
som van de waarden van de functie (18) ter plaatse van de
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ondergrens en de bovengrens, en het totaal wordt gegeven door
de eindige reeks

|
2 (20)

Past men nu eenzelfde beschouwing toe op de tweede Dirichlet-
integraal van (13) en sommeert men deze resultaten met die
gevonden onder (20) dan luidt het gezochte eindresultaat

w5 o (2rre)

r=1 (xrz)"

cos (2mry) +

21(v)

B ll [{23 el },3 }r 2 g
2z 17 (1- = —) H(— 1)

2 2

+ Yy k=) T4 YT (P (m +.v}1}”_3} (21)

als v > —3 en k en m gehele positieve getallen, z6 gekozen dat
k< (z+y) < (k+1)enm < (z—y) < (m+1).

3. Discussie

De bovenstaande resultaten, samengevat in de vergelijkingen
(17), (19) en (21) leiden tot een groot aantal interessante resul-
taten voor zekere waarden van z en y waarvan enkele in de
literatuur bekend ziin. Zo levert (17) voor v = ! de reeks [7]:

a J. (2 I
Y 0 i + =
e (rerz)’ 211(v)

0 (22)

als —3 <v=ien0 <z<lenalsv>len0 <z <! Hieruit
vloeit als bijzonder geval voort de reeks:

X7, (O Iy @Grr) - =0 23)

geldig voor 0 < z < 1 [4].
Voor waarden van z, groter dan ; geldt, indien y = 1, de
betrekking &k = (m+ 1), waarmede (21) overgaat in:

a0 J (2rrz) I I
=) — + =
2ee O ey 200 :z,n(w__l_)ﬂ(_l)
2 2

" TR
% {f—( ﬂz ')} (24)

voor z > ( en wel zodanig dat (n—3) < z < (n + 1), een resultaat
dat eerder gevonden werd door Nielsen [6].
Stelt men daarentegen in (19) y = 0, dan ontstaat de reeks:

X

I | =

o J (2rrz) 1 1
2, (mrzy  20() I l
Z:H(r—.—) H(__)

(25)

2 e

geldigvoorv > —1en0 < z < 1, een resultaat dat eveneens

van Nielsen afkomstig is [6].
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4. Berekening voor n > ()

Tot slot kan nu de gevraagde reeks (7) uit de berekende reeks (8)
afgeleid worden door op de linker- en rechterleden van de eind-
resultaten (17), (19) en (21) n malen de operator

1 d/_ d
—~3—+'~") (26)

toe te passen en vervolgens de macht van de noemer die door het
herhaalde differentiéren tot v—2n gedaald is, weer gelijk aan v
te stellen. Men verkrijgt dan uit (17) de reeks

J.  (2nrz)

z:': X+
r=|

(rerz)

cos (2rry) =10 (27)

_—

met n geheel en > 0, geldigals —3 <v<len0<z<y<l
enalsv > jen0 < z < y < §. Dereeks (19) levert vervolgens op

2 A il
{mrﬂcust,’lrrry}z - &) ®

2°" 2 1T (2H+w_J)H(_1)
2 2

1
2t p—

. I ( d )1{ _E} 2
Pln d[:—l} 31 (23}

Z‘I JEn-*r
r=1

(rcrz)’

met n geheel en > 0, geldigalsv > —Jen0 <y <z = 1,
terwijl tot slot de reeks (21) als resultaat oplevert

IV IO . o\
3 2n{ ]cus{hry)z &) i

r=1

(rerz)

21"*':H(En+p_l)ﬂ(_1)
2 2
¥ 1( d)_ﬂ{l_}:l l+

A2 2% |

+y 1 ( d')h{l--ik_”lt L@

k=1 (k _',p}."n d(:_

ak | d 2n I I-:m_‘_y}l}.lnri' i}
+ 1 -
Zne (m+ p)™" (d{:‘)) | z*

met n geheel en > 0, geldig als v > — J en k en m gehele po-
sitieve getallen zo gekozen, dat k < (z + v) < (kK + 1) en
m < (z—y) < (m+1). De functies in het rechterlid, hier weerge-
geven in operatorvorm, kunnen herleid worden tot vele bekende
functies, zoals die van Gegenbauer in het meest algemene geval,
polynomen van Legendre voor v = }, en polynomen van Tcheby-
cheff voor v = 1, terwijl voorts ook asymptotische benaderingen
voor grote waarden van z gevonden kunnen worden. Het zou
echter te ver voeren om deze mogelijkheden hier in detail te
vermelden.

5. Slotbeschouwing

Het eindresultaat, vervat in (29) kan ook - zij het in iets andere
vorm — gegeven worden door niet met behulp van (26) naar de
variabele z te differentiéren, doch door directe differentiatie
van (17), (19) en (21) naar y. Men verkrijgt dan bijv. uit (21)
als resultaat:
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